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В настоящее время при решении многих задач математической физики, которые 
сводятся к анализу линейных и квазилинейных дифференциальных уравнений, широ-
кое применение получили методы граничных интегральных уравнений (МГИУ) [1…8]. 
МГИУ привлекают исследователей простотой постановки краевых задач, уменьшением 
на единицу размерности рассматриваемой задачи, и удовлетворительной для практиче-
ских приложений точностью получаемых результатов.  

МГИУ основаны на сведении краевой задачи для дифференциальных уравнений 
к интегральному уравнению относительно интенсивности особенностей, распределен-
ных по граничной поверхности S. Для численного решения интегрального уравнения 
граничная поверхность аппроксимируется конечным числом малых элементов (пане-
лей), в пределах которых задается параметрическое представление интенсивности осо-
бенностей. Удовлетворяя краевым условиям в точках коллокаций, приходят к системе 
линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Во многих приложениях МГИУ элемен-
ты матрицы СЛАУ определены как потенциалы двойного слоя и имеют геометриче-
ский смысл телесных углов. При численном решении многих инженерных задач значе-
ния потенциала двойного слоя необходимо вычислять в дискретных точках, количество 
которых достаточно велико. Кроме того, при решении нестационарных задач методом 
установления по времени количество необходимых расчетных шагов может достигать 
нескольких тысяч. Поэтому для обеспечения требуемой точности расчетов при прием-
лемых затратах машинного времени, квадратурная формула вычисления поверхностно-
го интеграла, входящего в выражение для потенциала двойного слоя, должна содержать 
малое количество арифметических операций и при этом обладать высокой точностью. 
Приведенные в работах [9…12] квадратурные формулы вычисления потенциала двой-
ного слоя являются достаточно громоздкими, содержат трансцендентные функции типа 
arctg(x), ln(x), вычисления которых на ЭВМ требует удвоенной точности представления 
чисел, и не обладают достаточной вычислительной эффективностью. Целью данной 
работы является вывод и анализ достаточно простых соотношений для вычисления по-
тенциала однородного двойного слоя (телесного угла).  

Пусть граничная поверхность S аппроксимирована конечным числом N малых 

граничных элементов (панелей) k : 
 

1

,
N

k

k

S


        0j k         при .j k  

 
Рассмотрим потенциал от двойного слоя, распределенного по поверхности тре-

угольной панели k  с постоянной интенсивностью k  
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где r – расстояние между точкой М и точкой интегрирования. Если панель k  четырех-

угольная, то потенциал однородного двойного слоя можно вычислить, разбив k  на 

два треугольника.  
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Геометрический смысл потенциала (1) – суть телесный угол k

M

 , под которым из 

точки М видна поверхность k  [13], взятый с соответствующим знаком и умноженный 

на коэффициент ( kÅ ): 
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где mkr  – радиус-вектор, проведенный из точки М в центр панели k ; kn  – орт внешней 

нормали, проведенный к центру панели k . 

Телесный угол k

M

  определяется как площадь участка единичной сферы с цен-

тром в точке М [14], на которую проектируется данный граничный элемент k  – тре-

угольник Р1Р2Р3 (рис. 1).  

 
Рисунок 1 – К определению телесного угла 

 

Рассмотрим сферический треугольник АВС. Пусть А, В, С – углы сферического 
треугольника при одноименных вершинах, а, b, с – противолежащие к этим углам сто-
роны. 

Синус половины телесного угла по формуле Каньоли [14] равен 
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С другой стороны, котангенс половины телесного угла определяется равенством 

(формула 77, стр. 74, [14]) 
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Умножая выражение (3) на (4) и выражая cosC из теоремы косинусов, после не-

сложных преобразований получим 
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(см. рис. 1), из (2) и (5) получим формулу вычисления потенциала от двойного слоя, 

распределенного по поверхности треугольной панели k  с постоянной интенсивно-

стью k  
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 Когда расстояние от точки М до центра граничного элемента k  достаточно 

большое ( 5 )ñð

k
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, приемлемую для практических приложений точность расчета 

потенциала двойного слоя обеспечивает приближенная формула, полученная осредне-

нием поверхностного интеграла в выражении (1): 
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 Результаты сравнительного анализа различных алгоритмов вычисления потен-

циала двойного слоя приведены в таблице 1. В таблице не приведены, ввиду их доста-

точной сложности и громоздкости, квадратурные формулы вычисления интеграла (1), 

предложенные в работах [9, 10].  

 

Таблица 1 – Сравнительный анализ различных алгоритмов вычисления ( )k M  

Критерии сравнения Алгоритмы 

Дворак А.В. 

[12] 

Головкин М.А. 

[11] 

Формула 

(6) 

Формула 

(7) 

Относительное время расчета на ЭВМ 1.56 1.41 1 0.5 

Кол-во обратных тригонометриче-

ских функций  

1 3 1 – 

 
Анализ приведенных в таблице 1 данных показывает, что формула (6) вычисле-

ния потенциала двойного слоя содержит минимальное количество арифметических 
действий. Следовательно, использование разработанного алгоритма в численных мето-
дах решения задач математической физики обеспечит минимальные погрешность 
накопления и время счета на ЭВМ, что важно при решении нестационарных задач, ко-
гда количество расчетных шагов (итераций) по времени достигает нескольких тысяч.  

Таким образом, разработан экономичный алгоритм, который может быть ис-
пользован при разработке численных методов в аэрогидродинамике [6,7,8], в электро-
динамике [6, 15], в геодезии [14], в теории упругости [6, 16], в теории лучистого тепло-
обмена [17, 18] и в других областях математической физики, где требуется вычислять 
телесный угол или значение потенциала двойного слоя. 
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 У роботі приведений економічний алгоритм розрахунку потенціалу однорідного 
подвійного шару, який має геометричну суть тілесного кута. Приведено порівняння з 
відомими алгоритмами, що показують обчислювальну ефективність розробленого ал-
горитму. 


