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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ГАРМОНИЧЕСКОГО БАЛАНСА К
ИССЛЕДОВАНИЮ АВТОКОЛЕБАНИЙ ОДНОДИСКОВЫХ РОТОРОВ

1. Введение
Автоколебания в роторных системах могут возникать вследствие взаимодейст-

вия масляной пленки подшипника скольжения с цапфой ротора. Такие колебания при-
вели к разрушению ряда роторных систем [1]. В настоящее время для исследования ко-
лебаний роторов часто применяются современные аналитические и численные методы
нелинейной динамики [2]. Позняк [3] получил аналитические результаты, описываю-
щие давления в масляной пленки подшипников скольжения. Используя вариационный
подход, Олимпиев [4] нашел асимптотическое решение уравнения Рейнольдса. Устой-
чивость цапфы в подшипнике скольжения рассматривается в монографии [5]. Карин-
цев, Шульженко [6] получили модель давлений в масляном слое коротких подшипни-
ков скольжения. Они исследовали влияние инерции масляного слоя на величины дав-
лений. Филиппов, Шульженко [7] применяют асимптотические методы для исследова-
ния автоколебаний в роторах. Овчарова, Голоскоков [8] анализируют вынужденные ко-
лебания ротора с учетом масляного слоя в коротких подшипниках скольжения. Они
описали динамику ротора расчетной схемой, состоящей из упругого вала с тремя дис-
кретными массами. В этой статье выводятся уравнения нелинейных колебаний одно-
дисковых роторов в коротких подшипниках скольжения.  В усилиях,  действующих на
цапфы ротора со стороны масляного слоя, учитываются нелинейные члены вплоть до
кубических слагаемых относительно обобщенных координат. Для исследования авто-
колебаний в полученной системе применяется метод гармонического баланса.

2. Уравнения движения системы
Рассмотрим динамику жесткого диска, который крепится к вращающемуся уп-

ругому валу. Вал находится в коротких подшипниках скольжения. В процессе колеба-
ний системы цапфы А и В вала так же совершают движение.  Движение цапф А и В
описываются обобщенными координатами ( )11, yx и ( )22 , yx .  В масляном слое под-
шипников скольжения возникают усилия, которые действуют на цапфы вала. Проекции
этих сил на оси x  и y  обозначим через ( ) ( ) 2,1,,,, =iyxFyxF iiyiix , соответственно.
Расчетная схема однодискового ротора представлена на рис. 1.

Рисунок 1 -  Расчетная схема однодискового ротора
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Ротор вращается с постоянной угловой скоростью W  вокруг оси z . Угловую
скорость диска представим так:
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Из условий движения, угловую скорость W  запишем в виде:

213 sinqqq && +=W . Тогда кинетическая энергия системы принимает следующий вид:
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где yx,  - обобщенные координаты, описывающие перемещения точек крепления дис-
ка к валу, pe II ,  - экваториальный и полярный моменты инерции диска. Потенциаль-
ная энергия системы принимает следующий вид:
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где 221211 ,, ccc - элементы матрицы жесткости, ., 2
2

1
1 l

l
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== VV  Уравнение движе-

ния системы представим в виде уравнений Лагранжа II рода. Разделим полученные
уравнения на две группы: уравнения движения и уравнения равновесия цапф вала.
Уравнения движения представим в следующем виде:
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Уравнения равновесия цапф ротора запишем так:
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Под действием силы тяжести ротор занимает некоторое состояние равновесия,
которое определяется следующими значениями обобщенных координат:
( )221121 ,,,,,,, yxyxyx qq . Эти состояния равновесия удовлетворяют системе урав-
нений:
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Остальные обобщенные координаты определяются из уравнений:
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Теперь движения ротора рассматриваются относительно найденного положения
равновесия (5, 6). Введем следующую замену переменных:
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С учетом замены (7) динамическая система (4) принимает следующий вид:
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Силы, действующие на цапфы со стороны масляного слоя, представим следую-
щим образом:
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где -BL  длина короткого подшипника; f  – угол линии центров. Предполагается, что
масляный слой занимает область [ ]pq ;0Î . Давление, действующее на цапфу со сто-
роны масляного слоя ( )q,1zp , определяется из уравнения Рейнольдса [4]. Решение
этого уравнения для короткого подшипника представим так:

( ) ,23
113 bLzz

t
hh

h
p -úû

ù
êë
é

¶
¶

+
¶
¶

W=
q

m
(10)

где -m  вязкость масла, -1z  продольная локальная координата подшипника скольже-
ния. Величину h  представим так: =+= qcosech ( ) ( ) ,sincos fqfq +-+-= yxc
где -c величина зазора между цапфой и подшипником (рис.1).

В дальнейшем введем следующие безразмерные переменные и параметры:
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Тогда силы, действующие со стороны масляного слоя (9) определяются сле-
дующим образом:
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Теперь определим положение равновесия ротора под действием сил тяжести.
Если ротор не колеблется,  то уравнение (10)  принимает следующий вид:
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 Уравнения равновесия цапфы представим так:
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Машинознавство

Механіка та машинобудування, 2009, № 148

где -// ,
YX

FF  проекции сил в направлении осей yx ¢¢, ; -ef  угол линии центров для
равновесного состояния цапфы; -G  значение вертикальной силы в подшипнике. Сила

G  имеет следующие значения для цапф A и B:
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ские силы можно представить так:
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Из выражений (13, 14) получаем нелинейное уравнения  для определения пара-

метра e :
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ляется так:
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Индекс 1 у величин e  и ef  обозначает, что эти параметры описывают равнове-
сие цапфы А.

Теперь исследуем динамику ротора относительно положений равновесия. Для
этого введем следующую замену переменных: ,~~~
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Тогда силы, действующие со стороны масляного слоя, принимают следующий
вид:
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Нелинейные силы YX FF , , описывающие действие на цапфы масляного слоя,
представим в виде степенного ряда по 1111

~,~,~,~ yxyx ¢¢ . Получим выражения в виде сте-

пенного ряда для величины )~,~( 11
3 yxH - . Это выражение представим в следующем ви-

де:
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Подстановкой разложения (17) в выражения (16) получаем следующие разложе-
ния сил масляного слоя YX FF ,  в степенные ряды:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ...,~,~,~,~~,~,~,~~,~,~,~

...,~,~,~,~~,~,~,~~,~,~,~

11113,11112,11111,0,

11113,11112,11111,0,

+¢¢+¢¢+¢¢+=

+¢¢+¢¢+¢¢+=

yxyxFyxyxFyxyxFFF
yxyxFyxyxFyxyxFFF

YYYYY

XXXXX
(18)

где 0,0, , YX FF  - постоянные составляющие силы, 1,1, , YX FF  - линейные части сил от-

носительно ,~,~,~,~
1111 yxyx ¢¢ 3,3,2,2, ,,, YXYX FFFF  -  нелинейные составляющие силы

второго и третьего порядка. Линейные части сил масляного слоя представим следую-
щим образом:
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Нелинейные части сил запишем так:
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где 241 ...,, II  - интегралы, которые берутся в элементарных функциях и не приводятся
для краткости изложения.

В результате подстановки сил (18) в уравнения (8), динамическая система при-
нимает следующий вид:

[ ] [ ] [ ] [ ] ,),( 1111 qqWqDqKqGqM ¢+¢+=+ &&& (22)

где ),( 11 qqW ¢  - вектор нелинейных составляющих сил, которые принимают следую-
щий вид:
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Окончательно, систему (22) можно представить так:
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В численном анализе уравнений (23) учитывались как квадратичные, так и куби-
ческие слагаемые относительно обобщенных координат и их скоростей.

3. Применение метода гармонического баланса к анализу автоколебаний
Движение системы (23) может быть представлено в следующем виде:
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Система (23) является автономной, поэтому она инвариантна относительно пре-
образования времени .*+= ttt  Параметр *t  выбираем следующим образом:

w
j1-=*t . Тогда решение (24) примет следующий вид:
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Подстановкой (25) в выражения для нелинейных сил (18) получим следующие
выражения:
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Подставляя (25) и (26) в систему (8) и приравнивая соответствующие коэффици-
енты, получаем систему из 12 нелинейных алгебраических уравнений относительно

.,....,,, 210 wCAA

4. Численный анализ колебаний
Исследуем динамику ротора со следующими параметрами системы:

,374,102.0,105.28,1018,057.0 333 кгmмcмLсПамR B =×=×=××== ---m
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Частота вращения ротора, при которой он теряет устойчивость составляет
срад1710~ =W .

Для исследования автоколебаний ротора численно решалась система 8 нелиней-
ных алгебраических уравнений относительно амплитуд автоколебаний при изменении
частоты вращения ротора W . Результаты расчета представлены на амплитудно-
частотной характеристике (рис.2). При срад1710~ =W  наблюдается бифуркация
Хопфа. В результате этой бифуркации возникают неустойчивые предельные циклы.
Подчеркнем, что кроме этих движений в системе была найдена еще две ветки автоко-
лебаний, которые также приводятся на рис.2.

Рисунок 2 - Амплитудно-частотная характеристика

5. Выводы
Автоколебания в роторе возникают не при угловой скорости, когда наблюдается

бифуркация Хопфа, а при значительно меньших угловых скоростях. Такие автоколеба-
тельные режимы возникают вследствие седло-узловых бифуркаций в системе.
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Аврамов К.В., Борисюк О.В.
ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ ГАРМОНІЧНОГО БАЛАНСУ ДЛЯ ДОСЛІДЖЕННЯ

АВТОКОЛИВАНЬ ОДНОДИСКОВИХ РОТОРІВ
Автоколивання у роторі виникають не при кутовій швидкості, коли спостеріга-

ється біфуркація Хопфа, а при значно менших кутових швидкостях. Такі режими авто-
коливання виникають внаслідок сідло-вузлових біфуркацій в системі.

Avramov K.V., Borysiuk O.V.
APPLICATION OF HARMONIC BALANCE METHOD FOR STUDY OF SELF

VIBRATION OF ONE DISK ROTORS
Self vibrations of the rotor are occurred not with angular velocity, when there is Hopf

bifurcation, but at much lower angular velocities. These self vibrations modes arise as the re-
sult of saddle-node bifurcations.

УДК 517.95, 519.63

Агапова И.С., Сидоров М.В., Яловега И.Г.

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ
ТЕЧЕНИЯ В КАНАВКЕ ПОДШИПНИКА
С ПОМОЩЬЮ МЕТОДА R-ФУНКЦИЙ

Введение.
Актуальность задачи. Математическое моделирование физических процессов, в

частности, математическое моделирование задач гидродинамики, является быстро раз-
вивающимся разделом прикладной математики. Часто аналитический анализ возни-
кающих здесь математических моделей не представляется возможным ввиду их слож-
ности, поэтому приходится проводить лишь численный анализ, используя аппарат вы-
числительной математики. Современная вычислительная гидродинамика занимается
такими направлениями, как расчет движений вязкой жидкости, численное исследова-
ние течений газа с физико-химическими превращениями, изучение распространения
ударных волн в различных средах, решение газодинамических задач при наличии излу-
чения и т. д.

Анализ научных публикаций.
В данной работе рассматривается одна из проблем гидродинамики – численное

моделирование конвективного плоскопараллельного течения вязкой несжимаемой
жидкости. Для математического описания течения используются уравнения Навье-
Стокса (течение будем предполагать стационарным) [1, 2].
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