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РАЗВИТИЕ "НЕКЛАССИЧЕСКИХ" МЕТОДОВ ВАРИАЦИОННОГО 
ИСЧИСЛЕНИЯ 

         Введение. Из всего многообразия проблематики проектирования современных 
систем управления техническими системами в различных отраслях хозяйства, проблема 
оптимальности является определяющей [1]. Особенности реализации проблемы опти-
мальности отмеченных систем управления указывают на необходимость использования 
"неклассических" методов вариационного исчисления [2], одним из которых является 
формализм Дубовицкого-Милютина [3,4].
         Анализ предметной области. Формализм Дубовицкого-Милютина явился источ-
ником многочисленных исследований как теоретической, так и прикладной направлен-
ности. В настоящее время развитие формализма Дубовицкого-Милютина ведется в на-
учных школах Российской Федерации, Украины, Республики Беларусь, Республики
Молдова, Германии, Республики Польша, Румынии, Чешской Республики, Венгерской
Республики, Соединенных Штатов Америки, Китайской Народной Республики, Финс-
кой Республики, Государства Израиль, Республики Венесуэла, Японии, Мексиканских
Соединенных Штатов, Республики Куба, Южной Африки. В настоящей работе иссле-
дуются особенности развития формализма Дубовицкого-Милютина в работах польской 
математической школы. Развитие происходило как в теоретической, так и прикладной
направленности. Относительно работ теоретической направленности можно выделить
два направления: новые виды конических аппроксимаций и использование конических 
аппроксимаций формализма Дубовицкого-Милютина для исследования определенных 
классов экстремальных задач. Новые виды конических аппроксимаций, а также
обобщение на их основе основной теоремы формализма Дубовицкого-Милютина
используются в задачах: с n  ограничениями типа равенство и многокритериальной 
оптимизации. Конические аппроксимации, свойственные формализму Дубовицкого-
Милютина, используются в задачах: математического программирования,
экстремальной для класса сложных функций, с запаздыванием, оптимального 
управления, с распределенными параметрами, численных алгоритмов. В
методологическом аспекте исследования в ра-ботах польской математической школы
базируются на методологии формализма Дубо-вицкого-Милютина, а их основные 
результаты аналогичны основным положениям об-щей схемы формализма 
Дубовицкого-Милютина.
            Цель исследования. Целью настоящего исследования является анализ вклада 
польской математической школы в развитие "неклассических" методов вариационного 
исчисления в рамках общей схемы формализма Дубовицкого-Милютина.
          Особенности развития формализма Дубовицкого-Милютина в трудах поль-
ской математической школы. Новые виды конических аппроксимаций и обобщение 
основной теоремы формализма Дубовицкого-Милютина. Конические аппроксимации, 
отличные от использующихся в формализме Дубовицкого-Милютина [3,4], вводятся в 
[5] (внутренний и внешний конус), [6] (конус прямого и обратного смысла) и [7] (регу-
лярное направление). На основе введенных в [5-7] конических аппроксимаций основ-
ная теорема формализма Дубовицкого-Милютина [3,4] обобщается в двух аспектах 
[8,9]: использование более слабых конических аппроксимаций (для ограничений в фор-
ме внешних и внутренних конусов, а для их сопряженных - прямого и обратного смыс-
ла) и наличие в исследуемой задаче n  ограничений типа равенство. В [9] в банаховом 
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Задача с n ограничениями типа равенство. В [10-22] исследуются различные аспекты 
задачи на экстремум, необходимые условия для которых получены в форме локального 
принципа максимума. В [10] предполагается, что функции, задающие ограничения ти-
па неравенство и равенство непрерывны по )u,x( , а частные производные по Фреше 
функций, задающих ограничения типа равенство, кроме того, измеримы по t . В [11,12] 
в банаховых пространствах  n,1i,Y,X i   исследуется оператор ))x(F),..,x(F()x(F n1 , 
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ные, дифференцируемые по Фреше [11] или Гато [12]. Использование понятия регуляр-

ности оператора  xF  в точке 0x  (ослабление положений, изложенных в [8], отно-
сительно тангенциального конуса и его сопряженного, а также изложенных в [13], от-
носительно дифференцируемости операторов по Гато), позволило обосновать приме-
нимость положений формализма Дубовицкого-Милютина для случая n  ограничений 
типа равенство, заданных в операторной форме. При более слабых требованиях, чем в 
[8], в [14,15] исследуется проблематика необходимых условий экстремума для задачи с 
ограничениями типа равенство на фазовые координаты и управление. Классическая за-
дача оптимального управления при более слабых (по сравнению с требованиями фор-
мализма Дубовицкого-Милютина) требованиях к дифференцируемости операторов по 
Гато, исследуется в [16,17]. Отмечается, что полученные результаты могут быть ис-
пользованы при наличии смешанных ограничений в исследуемой задаче. В [18] в бана-
ховом пространстве исследуется оператор )x(P , для нахождения конуса тангенциаль-

ных направлений )0)x(:x(Q   используется метод сжимающихся направлений 

[13]. Если ограничение типа равенство является нерегулярным, уравнение Эйлера-Лаг-
ранжа является вырожденным. Показано [19], что оно может быть получено в 
невырожденной форме, если исследуемый оператор, является дважды дифференцируем 
по Фреше. В [20] теорема Люстерника обобщена на случай, когда оператор, задающий 
ограничение типа равенство, дважды дифференцируем по Фреше. Используя это 
обобщение, в [21] доказывается локальный принцип максимума, имеющий 
невырожденную форму. 
Задача многокритериальной оптимизации. В банаховом пространстве  задан вектор-
ный критерий качества ))x(J),..,x(J()x(J n1 , )x(Ji ,  n,1i -заданные функциона-

лы, Xi  -ограничения типа неравенство, 0int i  ,  k,1i , Xi  -ограничения 

типа равенство, 0int i  ,  n,1ki  [11,19,22,23]. Необходимо определить
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ве положений формализма Дубовицкого-Милютина и приведенных в [5] конических 
аппроксимаций, в [22,23] приводится теорема, обобщающая основную теорему форма-
лизма Дубовицкого-Милютина на задачи многокритериальной оптимизации. Задача, в 
которой ограничения типа равенство задаются в операторной форме, исследуется в 
[11,23]. В [19] исследуется анормальная задача многокритериальной оптимальности. 
Проанализированы особенности использования уравнения Эйлера-Лагранжа (необхо-
димость выполнения требования дважды дифференцируемости по Фреше для операто-
ров, определяющих ограничения типа равенство). В [11,19,22,23] основной результат  
получен в форме локального оптимума по Парето. 
Задача математического программирования. В локально выпуклом пространстве  , 

x ,  –компакт, в [24] для невыпуклой задачи математического 
программирования, необходимо определить )x(Jmin 0  при условии, что 
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ограничению x  и его сопряженный. Основной результат сформулирован в форме 
теоремы Куна-Таккера.
Экстремальные задачи для класса сложных функций. В [25] исследуется задача для 
класса функций одной переменной, чьи элементы допускают интегральное представле-
ние. На основе положений формализма Дубовицкого-Милютина [3,4] определены: ко-
нус возможных направлений оптимизируемого критерия качества и сопряженный к не-
му; конус возможных направлений для ограничений типа неравенство и сопряженные к 
ним; конус тангенциальных направлений для ограничения типа равенство и сопря-
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Задача управления с запаздыванием. Задача оптимального управления по интегрально-
му критерию качества системой дифференциальных уравнений n -го порядка с запаз-
дыванием по состоянию и управлению исследуется в [26]. На основе положений 
формализма Дубовицкого-Милютина [3,4] сформулированы необходимые условия 
оптимальности в форме локального принципа максимума. 
Задача оптимального управления. В пространство абсолютно непрерывных функций

)t(x  в [27,28] задан функционал 
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 Uu , где 0x)0(x  , U - множество измеримых функций в 

[27], 0))0(x(G0  , 0))1(x(G1  -регулярные отображения, U – замкнутое выпуклое 

множество, Uint [28]. На основе положений формализма Дубовицкого-Милютина 
[3,4] основной результат в [28,29] получен в форме интегрального принципа 
максимума. При этом, в [27] не предполагается выполнение условия Uint , а в [28]
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- для рассматриваемого класса управлений не удовлетворяется поточечный принцип 
максимума. 
Задачи с распределенными параметрами. В [29-37] в пространствах Соболева 
исследуются задачи Дирихле (гиперболического [29] и параболического [32-37] типов), 
Неймана (гиперболического типа [30]) и Больца [31]. Постановки задач идентичны 
рассмотренным в [38], а условия оптимальности базируются на положениях 
формализма Дубовицкого-Милютина [3,4]. 
Разработка численных алгоритмов. В [29,33,34] исследуются численные методы 
решения задач оптимального управления для систем с распределенными параметрами 
(задача Дирихле для линейного дифференциального управления гиперболического [29] 
и параболического [33,34] типов при квадратичном критерии качества). 
Обосновывается необходимость применения трансформация исходной задачи к задаче 
определения экстремума на замкнутом, выпуклом подмножестве гильбертова 
пространства. В [29,33] решение сформулированных задач сводится к задаче 
квадратичного программирова-ния, а в [34]-решение на основе метода проекции 
градиента в гильбертовом пространст-ве. Получены условия строгой сходимости для
используемых методов.
           Заключение. Исследованы работы польской математической школы по разви-
тию методов вариационного исчисления. Объектом исследования явился класс "неклас-
сических" задач вариационного исчисления в рамках основной схемы формализма Ду-
бовицкого-Милютина. Проведенное исследование позволило получить следующие но-
вые результаты, имеющие научное и прикладное значение. Научная значимость резуль-
татов исследования состоит в акцентировании факта развития формализма Дубовицко-
го-Милютина в плане исследования новых классов экстремальных задач. Практическая 
значимость результатов исследования определяется тем, что результаты работ польс-
кой математической школы позволяют их использовать в структуре математического 
обеспечения при проектировании современных систем управления техническими сис-
темами.
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Радієвський А.Е.
РОЗВИТОК ”НЕКЛАСИЧНИХ” МЕТОДІВ ВАРІАЦІЙНОГО ЧИСЛЕННЯ

            Проаналізовано внесок польської математичної школи у розвиток "некласичних" 
методів варіаційного числення у межах загальної схеми формалізму Дубовіцького-Мі-
лютіна. 

Radievski A. E
DEVELOPMENT OF THE “UNCLASSICAL” METHOD OF THE CALCULUS OF 

VAELATHSONS
           Analysis the development of polish mathematic school to "unclassical" method of the 
calculus of variations in limit of the general scheme of the Dubovitski-Milutin formalism 
under consideretion.


