
Прикладна механіка

Механіка та машинобудування,  2011, № 2 9

"HAI", 2009. – № 10 (67). – S. 82-84. 7. Isakowitz S.J. International Ref-erence Guide to Space 
Launch Systems. Second Edition / S.J. Isakowitz.– Washington: American Institute of Aeronautics and 
Astronautics, 1991. – 341 p.

Дронь М.М., Хорольський П.Г., Дубовик Л.Г.
 АНАЛІЗ ЕФЕКТИВНОСТІ ОДНОГО З МАНЕВРІВ КОСМІЧНОГО ТРАЛЬЩИКА 

ПРИ ВИКОНАННІ ОПЕРАЦІЇ ОЧИЩЕННЯ НАВКОЛОЗЕМНОГО ПРОСТОРУ
Розглянуто ефективність роботи космічного тральщика (КТ), який використовує 

декілька уловлюваних пристроїв, почергово знімаючи їх з вихідної орбіти, на яку вони 
виводяться окремо від КТ ракетою-носієм такого самого типу.

Dron N., Horolsky P, Dubovik L.
EFFICIENCY OF ONE SPACE TRAWLER MANEUVER 

AT CARRING OUT   CLEANING OPERATION OF EARTH SPACE
The efficiency of work space trawler (SТ) which uses some catching devices, serially 

removing them from an initial orbit, on which they are injecting separately from ST by launch 
vehicle of the same type, is considered. 

УДК 519.3

Радиевский А. Е., канд. тех. наук

РАЗВИТИЕ ОБЩЕЙ СХЕМЫ ФОРМАЛИЗМА ДУБОВИЦКОГО-МИЛЮТИНА 
В ТЕОРЕТИЧЕСКОМ АСПЕКТЕ. I

Введение. Из всего многообразия проблематики проектирования современных 
систем управления (СУ) техническими системами, проблема оптимальности является 
определяющей [1]. Особенности реализации проблемы оптимальности в отмеченных 
СУ указывают на необходимость использования "неклассических" методов вариацион-
ного исчисления [2], одним из которых является формализм Дубовицкого-Милютина 
[3,4], и который явился источником многочисленных исследований как теоретической, 
так и прикладной направленности. В настоящей статье исследуются работы отечест-
венных и зарубежных ученых по теоретической направленности развития формализма 
Дубовицкого-Милютина. В методологическом аспекте исследуемые работы базируют-
ся на методологии формализма Дубовицкого-Милютина, а их основные результаты 
аналогичны основным положениям общей схемы формализма Дубовицкого-Милютина

Цель исследования. Целью настоящего исследования является анализ вклада 
отечественных и зарубежных ученых в развитие "неклассических" методов вариацион-
ного исчисления в рамках общей схемы формализма Дубовицкого-Милютина.

Особенности развития формализма Дубовицкого-Милютина в трудах оте-
чественных и зарубежных ученых. Концептуальные особенности задач вариацион-
ного исчисления. Показано [5], что достаточные условия сильного экстремума в класси-
ческом вариационном исчислении носят нелокальный характер. Новые ( по сравнению с 
[3] ) конические аппроксимации и обобщения основной теоремы формализма Дубовиц-
кого-Милютина исследуются в [6,7].
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Задачи управления с n ограничениями типа равенство. Класс задач исследован в 
[7].

Локальный минимум в задаче математического программирования. В нормиро-
ванном линейном пространстве X , XL  в [8] рассматривается функция 

1mRX:f  , где   и m – неотрицательные целые числа. Необходимо найти 

Ax  такой, что    xfnimxf 0
Ax

0


 , где  )Lx],m,[i,0)x(f:x( i  .

Основной результат сформулирован в форме абстрактного принципа максимума. В [9] 
показано, что первая и вторая теоремы формализма Дубовицкого–Милютина могут
быть получено методами, отличными от их доказательств в [3]. Показано, что основная 
теорема формализма Дубовицкого-Милютина следует из результатов, полученных в 
[9]. В локально выпуклом пространстве X при Xx  , где  -компакт, в [10] ис-
следуется невыпуклая задача математического программирования: определить )x(J0

при условии, что ]m,1[j,0)x(J j  . Получено необходимое условие существования 

эстремального решения в форме теоремы Куна-Таккера.
Задача управления с отклоняющимся аргументом. Задача исследована в [7].
Задачи оптимального управления. Класс задач исследован в [7].
Задача управления с нестандартным критерием качества. В [11,12] исследует-

ся  задача оптимального управления с критериями качества вида 
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где   ),( 10
n ttCtx  -состояние;   ),( 10

r ttLtu  -управление, Utu )( ; t -время. Ис-

следуются два варианта задачи: U – любое произвольное выпуклое множество, 1t - не 

фиксировано; U – выпуклое множество, Uint ; 1t -фиксировано.
Задача управления со случайными воздействиями. В [13] необходимые и доста-

точные условия оптимальности для объекта управления (ОУ) со случайными воздейст-
виями исследуются в виде следующей последовательности: преобразование исходной 
задачи к виду, удобному для локального варьирования; установка связи исходной и пре-
образованной задачи; локальное варьирование преобразованной задачи. По результатам 
исследования получены необходимые и достаточные условия оптимальности.

Приближенный принцип максимум. В [14] на основе вариационного принципа 
Экланда [15] получен приближенный принцип максимума.
Экстремальные задачи для класса сложных функций. На множестве действительных 
функций   Utu  , измеримых на интервале  10 tt ,  и удовлетворяющих условиям
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в [16] исследуется задача определения экстремального значения функционала 
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При сделанных предположениях получено уравнение Эйлера для исследуемой задачи.
Формализм Дубовицкого-Милютина и теория групп. Теорема отделимости, яв-

ляющаяся основой формализма Дубовицкого-Милютина, в [17] распространяется на 
коммутативные (абелевы) группы. 
Задача негладкой оптимизации. Используя понятие шатра [18] как касательной аппрок-
симации в [19] доказана возможность применения теоремы пересечения формализма Ду-
бовицкого-Милютина к задачам негладкой оптимизации. 

Существование решения. Для канонической задачи оптимального управления 
[20] в [21] исследуется проблематика существования и единственности решения.
Основной результат сформулирован и доказан в виде теоремs существования (если в 
исследуемой задаче существует хотя бы одна пара, удовлетворяющая условиям задачи, 
тогда существует пара, доставляющая абсолютный минимум ) и единственности ( стро-
го выпуклый оптимизируемый функционал на выпуклом множестве имеет единствен-
ный минимум ). В [22,23] на движениях ОУ ),,,,( twpuxFdtdx  исследуется про-

блематика существования экстремального решения для функционалов 
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щение, ),,(  – вероятностное пространство измеримых функций; p -параметр ОУ; 

q -параметр оптимизируемого функционала; -математическое ожидание. Доказано, 

что для рассматриваемых задач существуют тройки ]),[,,( 10
00 ttux , для которых име-

ет место неравенство )()( 0uJuJ  .

Изопериметрическая задача. В [24] исследуется задача определения )u(Jmin ,
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и достаточные условия для  исследуемой задачи получены в виде
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При наличии ограничения на управление в рассмотрение вводится вспомогательная 
функция   )u)t,u(()u)t,u(W(t,ur  и исследуются два случая:  t,ur

убывающая или возрастающая по u . В первом случае существует )t(u0 , а во втором –

решение существует только в  классе скользящих функций. В [25] исследуются две 
разновидности (с фиксированным и свободным временем) задачи определения 

)u,x(Jmin , 
1t

0

dt)u,x(W)u,x(J при наличии ограничения 0dttux
1t

0

 ))(,( .

Основной результат получен в форме уравнения Эйлера. В [26] изопериметрическая 
задача оптимального управления исследуется в классе динамических задач многокри-
териальной оптимизации. В [27] исследуется  конечномерный вариант классической 
изопериметрической  задачи. На основе положений теории условий высших порядков 
найдены все стационарные точки и проанализированы условия стационарности.

Дискретные задачи управления. Выпуклые дискретные задачи оптимального 
управления исследуются в [28,29]. На основе положений формализма Дубовицкого-
Милютина получены необходимые условия оптимальности в  задаче Лагранжа и иссле-
дованы ее седловые точки [28], а в [29] - исследуется  принцип максимума для иссле-
дуемой задачи.

Многокритериальной оптимизации. Основные аспекты проблематики задач 
многокритериальной оптимизации в рамках общей схемы формализма Дубовицкого-
Милютина были проанализированы в [30,31]. 
Задача управления  с операторными ограничениями. В [32] необходимо найти 

 uJmax ,      
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 . В рассмот-

рение вводится семейство линейных экстремальных задач, которое исследуется мето-
дом  трансляции решений уравнения Эйлера [33]. Найден общий вид и нетривиальные 
решения  уравнения Эйлера. Анализируя цепочку уравнений Эйлера, получен принцип 
максимума. Задачи оптимизации в банаховых пространствах исследуются в [34-37].
Необходимо определить  u,xJmin при наличии ограничения    0u,xT  в [34,35] и 

 u,xfAx   в [36,37], ,Uu  где x - состояние; u - управление;   0u,xT   и 

 u,xfAx  -математические модели исследуемых процессов. Приводятся необходи-
мые условия оптимальности первого порядка в [34,35] и уравнение Эйлера в [36,37].

Анормальные задачи управления. Распространение положений формализма Ду-
бовицкого-Милютина на нерегулярные операторные ограничения исследуется в [38,39].
На основе обощенной теоремы Люстерника ( предположение о двойной дифференци-
руемости операторных ограничений по Фреше ), получен локальный принцип макси-
мума, который имеет неырожденную форму в анормальном случае.
Скользящие режимы. Использование вариаций скольжения в задачах с ограничениями 
типа равенство рассматривается в [40]. Приведены условия, при выполнении которых, 
для доказательства принципа максимума можно использовать не скользящую вариа-
цию, а близкую к ней. В [41-43] исследуется задача нахождения необходимых и доста-
точных условий минимума в классе последовательностей траекторий. В качестве осно-
вы используется общая теория минимума высших порядков для задач с ограничениями 
[44].
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Задачи с обобщенными управлениям–мерами. Проблематика оптимизации дина-
мических систем в ситуации, когда управление является распределенным типа меры 
исследуется в [45,46]. Проблема, связанная с решением дифференциального уравнения 
в распределениях – условие виброкоректности дифференциального уравнения ( полная 
интегрируемость перераспределенной системы, что позволяет определить виброреше-
ние как предел последовательности решений, отвечающих абсолютно непрерывным 
воздействиям и условие существование решения ) исследуются в [45]. В [46] приводит-
ся доказательство интегрального принципа 
максимума для исследуемой в [45] задачи. Для линейно-выпуклой задачи показано, что 
удовлетворяется также достаточное условие минимума.

Задачи минимаксного (максиминного) типа. В [47-53] исследуются различные 
варианты поименованных задач при иаличии ограничений. Задача определения 

)(min)( uJuJ
Uu

0


 ,

 
)(max)(

,
uJuJ

10 ttt
  исследуется в [47]. Показано, что вывод формулы 

производной оптимизируемого функционала по любому направления позволило полу-
чить необходимое условие его минимума. В [48,49] определено необхолимое условие 
функционала  

   
  ttufuJ i

s1iIttt 10

,minmax
,, 

 . На основе определенного выпуклого конуса 

возможных направлений оптимизируемого функционала получены необходимые усло-
вия оптимальности. Принцип максимума для негладких функций исследуется в [50].
Доказательство основного результата базируется на идеях функционального анализа и 
 -технике. Задача  uJmin ,     


,max tufuJ i , где  -параметр, исследуется в 

[51]. Получены условия, накладываемые на гамильтониан  исследуемой задачи. Опти-
мизация критерий качества типа супремума от интегральной функции исследуется в 
[52]. На основе построенного конуса направления убывания оптимизируемого функ-
ционала и его сопряженного, получено уравнение Эйлера. На основе метода множите-
лей Лагранжа в [53] исследуются достаточные условия минимакса в целом.
Метод шатров. Являясь развитием формализма Дубовицкого - Милютина, метод шат-
ров [54] базируется на идеях выпуклых множеств и алгебраической топологии. В осно-
ве метода шатров лежит теория отделимости выпуклых множеств, применение которой 
позволило избавиться от специфического для формализма Дубовицкого - Милютина 
требования телесности конусов. 
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РОЗВИТОК ЗАГАЛЬНОЇ СХЕМИ ФОРМАЛІЗМУ ДУБОВІЦЬКОГО–МІЛЮТИНА

У ТЕОРЕТИЧНОМУ АСПЕКТІ. I
Досліджуються роботи вітчизняних та закордонних вчених стосовно розвитку 

"некласичних" методів варіаційного числення у рамках загальної схеми формалізму 
Дубовіцького-Мілютіна.
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DEVELOPMENT THE DENERAL SCHEM OF DUBOVITSKI-MILUTIN     

FORMALISM IN THEORY ASPECT. I
Analysis the works of native and foreign scientist respect the development "nonclassi-

cal" method of the calculus variations in the limits of the general scheme Dubovitski - Milutin 
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