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опору його пропорційна швидкості частинки. Викладено застосування залежності до 
визначення дальності польоту матеріальної точки.

Ольшанский В.П., Ольшанский С.В.
ФУНКЦИЯ ЛАМБЕРТА И ТРАЕКТОРИЯ ПОЛЁТА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

В СОПРОТИВЛЯЮЩЕЙСЯ СРЕДЕ
В аналитическом виде построена двузначная зависимость абсциссы от ординаты 

на траектории полета материальной точки в газообразной среде, при условии, что сила 
сопротивления среды пропорциональна скорости частицы. Изложено применение зави-
симости к определению дальности полета материальной точки.

Olshanskii V.P., Olshanskii S.V.
LAMBERT FUNCTION AND TRAJECTORY MATERIAL POINT 

IN RESISTING MEDIUN
The analytical form based on ambiguous relationship abscissa ordinate on the trajec-

tory of a point in a gaseous medium, provided that the resistance force is proportional to the 
speed of its particles. Application dependence to determine the flight range of the point was 
expounded.
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РАЗВИТИЕ ОБЩЕЙ СХЕМЫ ФОРМАЛИЗМА ДУБОВИЦКОГО-МИЛЮТИНА 
В ТЕОРЕТИЧЕСКОМ АСПЕКТЕ. II

Введение. В настоящей статье приводится продолжение исследования по анали-
зу работ отечественных и зарубежных ученых по теоретической направленности разви-
тия формализма Дубовицкого-Милютина, начатые в работе [1].

Цель исследования. Целью настоящего исследования является анализ вклада 
отечественных и зарубежных ученых в развитие "неклассических" методов вариацион-
ного исчисления в рамках общей схемы формализма Дубовицкого-Милютина. В мето-
дологическом аспекте исследуемые работы базируются на методологии формализма 
Дубовицкого-Милютина, а их основные результаты аналогичны основным положениям 
общей схемы формализма Дубовицкого-Милютина. 

Особенности развития формализма Дубовицкого-Милютина в трудах оте-
чественных и зарубежных ученых. Задачи управления с распределенными парамет-
рами. Системы, описываемые уравнениями гиперболического и параболического типов 
рассмотрены в [2]. В [3] на множестве D  требуется найти элемент 

           0000
0

00 v,,tw,tu,x,,txY , доставляющий )(min J ,

                    


dvxtxFdtdvxtwtutxtFYJ
t

  
11 1

0
011

0 0
0 ,,,,,,,,,,,,



Прикладна механіка

Механіка та машинобудування,  2012, № 214

при наличии ограничений
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    0x,0x ,        0000 ,,,)( xxvxddx   ,

где функции    vtu , -кусочно-непрерывные одной переменной, а  ,tw – кусочно-
непрерывная  двух переменных. Основной результат связан с исследованием достаточ-
ных условий абсолютного минимума. Отмечено, что если множество D  не содержит 
элемента, доставляющего )(min J , то ставится задача определения минимизирую-

щей последовательности   DYs 0  такой, что на ней оптимизируемый функционал 

при s  стремился к своему наименьшему значению. 
В [4] исследуется задача определения  
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Здесь  tx – фазовая координата;  tu – управление, U – замкнутая область;  tg ,

 uxtK ,, – дифференцируемые по x  функции. В [3,4] основные результаты сформу-
лированы в форме принципа мксимума. В [5] рассматривается  задача оптимального 
управления, в которой обыкновенные дифференциальные уравнения заменены на инте-
гральные уравнения второго рода  в следующей постановке. 

Найти

 pJmin  ,    ppJ 0

при наличии ограничений 
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где p - вектор параметров, x - фазовые переменные,  iii uuu 21 , - управления.

Исследуемая задача рассматривается в аспекте понтрягинского минимума. В качестве 
необходимого условия минимума рассматривается стационарность присоединенных 
задач, переход к которым осуществляется посредством вариаций скольжения. Показа-
но, что необходимое условие минимума эквивалентно стационарности, что, в свою 
очередь, эквивалентно выполнению некоторого набора принципов максимума. Задачи 
оптимального управления для эллиптических уравнений исследуются в [6-8].  В  [6]  
предполагается, что  ,   и  U - банаховы пространства,    - пространство состоя-
ний, U – пространство управлений. На произведении пространств  заданы 
функционалы RUXJk : ,  qk ,0  и отображение YUXF :  . Рассмат-
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ривается общая теория векторной оптимизации являющаяся, с одной стороны, одним 
из вариантов правила множителей Лагранжа, а, с другой – принципа максимума Пон-
трягина в следующей постановке. 

Найти 
 uxJ ,inf 0

при наличии ограничений 

  0, uxJk ,  mk ,1 ,    0, uxJk ,   qmk ,1  ,   0, uxF .

Основной результат  сформулирован в форме необходимых и достаточных усло-
вий глобального минимума.  Результаты, полученные в [6] , используются в [7] при рас-
смотрении задачи векторной оптимизации для эллиптического уравнения. В [8] показа-
но, что  для класса динамических систем, описывающих химические процессы, присут-
ствуют три управления: распределенное, граничное и стартовое. В [7,8] основной ре-
зультат сформулирован в форме условий оптимальности по Слейтеру.

Условия оптимальности второго порядка. Необходимые условия оптимально-
сти второго порядка для объекта управления

    tutxtfdtdx ,,
при наличии ограничений

   ,01 txi    01 txj ,   00 xtx  ,   Utu  ,  10 ,: ttx

получены в [9]. Результаты базируются на положениях работы [10] и техники варьиро-
вания, содержащейся в [11]. 

В [12] рассматривается задача определения 

 10 ,min xxJ ,  00 txx  ,  11 txx 

при наличии ограничений 

 uxtfdtdx ,, ;   0, 10 xxi ,  ki ,1 ;   0, 10 xxK ; 

  0,, tuxg ;   0,, tux ,

где функции  tx -абсолютно непрерывная, а  tu -ограниченная измеримая.  

Минимум ищется в пространстве пар     tutx , , заданных на отрезке  10 , tt . 

Основной результат сформулирован и доказан в форме строгого локального минимума. 
В [13] рассматривается задача определения, в смысле полуупорядоченности с помощью 
заданного конуса UC , Cint , для двух вариантов задания отображений ( диф-
ференцируемые и недифференцируемые) нахождения 

 xJmin

при наличии ограничений 

  Kxg  ,   0xh  , Xx ,

где   XX:xJ  , YX:g  , WX:h  – непрерывны;  , U , K , W - линейные 

топологические пространства, UK  - выпуклый конус, Kint . Основной ре-
зультат основан на факте существования не равных одновременно нулю множителей 
Лагранжа. 
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Задача нахождения 

 xJmin  для 
1

1






n

i
iZZx ,

где iZx ,  n,1i – ограничения типа неравенство;   0:1   xFXxZx n –

ограничение типа равенство исследуется в [14]. 
На основе понятий возможных и тангенциальных направлений второго порядка 

основной результат сформулирован и доказан в виде необходимых условий локального 
минимума. Необходимые условия оптимальности второго порядка для бесконечномер-
ной задачи минимизации локально липшицевой по z  и полунепрерывной сверху по t
функции  tzf ,  при ограничениях типа равенство и неравенство, а также при мгно-
венном геометрическом ограничении, определенном заданным выпуклым подмножест-
вом соответствующего пространства, получены в [15]. В [16] исследуется вопрос о 
вкладе понтрягинских вариаций в условия второго порядка. Характерной особенностью 
полученных результатов состоит в том, что достаточное условие отличается от необхо-
димого лишь усилением неравенства.

Оптимальное  управление с вырождением терминальных и фазовывых ограни-
чений. В [17-23] исследуются задачи с фазовыми ограничениями. В [17] рассматривает-
ся каноническая задача оптимального управления с незакрепленным временем. Отме-
чается, что существуют ситуации, когда принцип максимума для задач с фазовыми ог-
раничениями является безсодержательным. Для терминальных и фазовых ограничений 
вводятся понятия их вырожденности на концах траектории, согласованности вблизи 
концов траектории и управляемости относительно фазовых ограничений. Приведены 
условия существования необходимых условий сильного минимума и его особенности. 
В [18,19] рассматривается регулярный вариант канонической задачи оптимального 
управления. Введено понятие общего положения исследуемой траектории. Выделен 
класс задач, для которых оптимальная траектория, находящаяся в общем положении 
обладает необходимым условием сильного минимума. Отмечается, что последнее воз-
никает как эквивалент локальной  экстремальности исследуемой траектории в некото-
ром классе присоединенных задач относительно  - вариаций и вариаций скольжения. 
Отличие состоит в форме записи фазового ограничения. Исследуемая задача становит-
ся корректной лишь применительно к траекториям, на которых фазовые и терминаль-
ные функции согласованы. Условия  локальной экстремальности присоединенной тра-
ектории эквивалентны существованию строки Эйлера. Приведены три основные формы 
необходимого условия сильного минимума ( Понтрягина, Гамильтона и Лагранжа ). 
Работа [20] является развитием положений, изложенных в [17] ( гладкий регулярный 
вариант канонической задачи ). При выводе основных результатов в  [20]  использована 
техника  - вариаций, а принципиально новым моментом вариационного исследования 
является специальная форма записи ограничения на состояние. Показано, что приве-
денное в [20] обобщение позволяет исследовать на оптимальность любые, в том числе и 
вырожденные траектории. Условия, гарантирующие существование необходимого ус-
ловия сильного минимума с поточечным условием нетривиальности в задаче опти-
мального управления с чисто фазовыми ограничениями, приведены в [21] . Показано, 
что имеет место импликация: регулярностьГ регулярность (регулярность по Р.В. 
Гамкрелидзе)управляемость. В [22] предполагается, что управляемая система в на-
чальный (конечный) момент времени находится на фазовой границе. Приводится урав-
нение Эйлера для исследуемой задачи и его исследование.

Метод шатров. Являясь развитием формализма Дубовицкого-Милютина, метод 
шатров базируется на идеях выпуклых множеств и алгебраической топологии [22]. В 
основе метода шатров лежит теория отделимости выпуклых множеств, применение ко-
торой позволило избавиться от специфического для формализма Дубовицкого-
Милютина требования телесности конусов.
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