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ОЦЕНКА ВЛИЯНИЯ ШЕРОХОВАТОСТИ  НА КОНТАКТНЫЕ ДАВЛЕНИЯ  
В СОПРЯЖЕНИИ СЛОЖНОПРОФИЛЬНЫХ ТЕЛ 

 

Введение. Значительное количество машиностроительных конструкций содержит уз-
лы, основное силовое воздействие в которых  передается посредством контакта сложнопро-
фильных тел (СПТ). Это и зубчатые передачи с модификацией формы рабочих поверхностей, 
и кулачки различных видов, и роликоподшипники с модификацией боковых поверхностей, а 
также разнообразные конструкции транспортных, технологических, подъемных машин и т.п. 
При проектировании деталей данных конструкций производится расчет контактных давлений 
и напряженно-деформированного состояния (НДС) контактирующих тел. Однако традицион-
ные методики, основанные на модели Герца или ее модификациях [1, 2], имеют ограниченные 
области применения, особенно для СПТ. Например, во многих случаях распределение перво-
начального зазора между контактирующими телами не может быть представлено в виде квад-
ратичной формы от координат точек общей касательной плоскости к этим телам. В результате 
возникают недопустимые погрешности в решении задачи анализа НДС сложнопрофильных 
тел с учетом контактного взаимодействия, что приводит к назначению необоснованных про-
ектных параметров СПТ. С другой стороны, применение современных пакетов для численно-
го решения контактных задач [www.ansys.com, http://www.mscsoftware.com, 
http://www.3ds.com] приводит, во-первых, к ощутимому росту требуемых для этого вычисли-
тельных ресурсов, а, во-вторых, к аппроксимации контактирующих поверхностей, а, значит, и 
зазора между СПТ, функциями формы того или иного конечного элемента. Последнее прив-
носит "нефизичные" эффекты в получаемые распределения контактных давлений и напряже-
ний в сложнопрофильных телах.  

Таким образом, для сложнопрофильных тел существует т.н. "геометрический барь-
ер", т.е. проблема выбора способа аппроксимации  геометрической формы контактирующих 
участков поверхностей этих тел, который давал бы возможность избегать недопустимых 
погрешностей при анализе их контактного взаимодействия. 

Кроме того, еще одним препятствием для применения упомянутых методов и моделей 
является неучет множества иных факторов, которые могут оказать значительное влияние на 
результаты решения контактной задачи для сложнопрофильных тел. В первую очередь это 
можно отнести к тому, что реальные детали машиностроительных конструкций не являются 
гладкими телами, как их принято представлять во многих расчетных моделях. Их поверхность 
– шероховатая, со сложным стохастическим распределением микронеровностей [3-5]. Соот-
ветственно, вклад податливости, порождаемой слоем шероховатости, в общую картину рас-
пределения контактных давлений можно оценить только вводя в рассмотрение какую-либо 
модель слоя шероховатости, а затем анализируя результаты расчетов. Однако корректные и 
точные модели для учета данного фактора, доведенные до численной реализации, в настоящее 
время отсутствуют. 

В результате сложилась ситуация, когда противоречие между потребностями практики 
и возможностями науки в расчетах контактного взаимодействия сложнопрофильных тел яв-
ляются препятствием в совершенствовании технического уровня создаваемых машин.  
 

Это порождает, в свою очередь, актуальную и важную задачу разработки новых, более совер-
шенных методов расчета. 

© Н.Н. Ткачук, 2014 
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Постановка задачи. Целью работы является создание методов анализа контактных 
давлений между сложнопрофильными телами с учетом наличия между ними слоя шерохо-
ватости, а также установление закономерностей влияния формы поверхности этих тел и по-
датливости шероховатого слоя на распределения и уровень контактных давлений. 

Для решения поставленной задачи привлекается метод граничных интегральных 
уравнений (МГИУ) в варианте, предложенном в работах [6-9]. Для дискретизации разре-
шающих соотношений МГИУ в этом случае применяется подход метода граничных элемен-
тов (МГЭ) [10]. В результате, следуя [6-9], получаем систему разрешающих уравнений 
(рис. 1-3): 
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Здесь ),( mmm yxpp   – искомые узловые значения контактных давлений в узлах mJ , 

),( nnn yxhh  – узловые значения первоначального зазора, а 21   – суммарное сбли-

жение контактирующих тел. 
Коэффициенты матрицы влияния вычисляются как сумма 

nmnmnm CC 
.              (2) 

 

Здесь nmC  – коэффициенты влияния, характеризующие глобальную податливость кон-

тактирующих гладких тел исходя из их деформации как упругих полупространств,   – 
локальная податливость, обусловленная наличием линейно упругого слоя, моделирую-
щего шероховатость контактирующих поверхностей, а  nmmnnm   если ,0; если ,1  

– символ Кронекера. 
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Рис. 1. Представление локального за-
зора между контактирующими телами 

Рис. 2. Деформация тел и образо-
вание контактной площадки под 
действием нормального усилия 

 

В данном случае использовалась модель шероховатости винклеровского слоя [5]: 
 

pu ~
.       (3) 

 

Здесь ~u  –  перемещение точек упругого слоя,   –  податливость слоя, а р –  контактное 
давление. 

Тогда, вводя в рассмотрение параметры L  и  , запишем: 
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LtgCL nn   ;/ ,         (4) 
 

где nnC  –  диагональные члены мат-

рицы податливости С гладкого тела 
при принятой схеме дискретизации 
(см. (1), (2) и рис. 1-3), 
можно, варьируя L  и  , анализиро-
вать получаемые распределения кон-
тактных давлений р. Для этого реша-
ется система соотношений (1), причем 
изменяемыми являются и L  (или  ), 
и зазор между телами ),( yxhh   (в 

дискретном варианте – набор nh , см. 

(1)). В результате варьирования этих параметров в процессе многовариантных расчетов 
можно установить параметрические семейства распределений контактных давлений  
 

),,,( hLyxpp   или ),,,( hyxpp  .    (5) 
 

Результаты решения частных задач. В соотношениях (5) присутствуют числовые 
параметры L  и  , а также распределенный параметр ),( yxhh  . Во многих практических 

случаях, однако, геометрическая форма поверхностей сложнопрофильных тел задается всего 
несколькими параметрами. Так, для гидрообъемных передач (ГОП) [6, 11] таковыми явля-
ются радиусы скругления беговой дорожки и ее ширина (рис. 4, 5). 
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гидропередача 
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Рис. 4. Гидропередача ГОП-900  
с шариковыми поршнями: 

1 – корпус; 2 – блок цапфенных распределителей; 3 
– блок цилиндров насоса (ротор);  

4 – блок цилиндров гидромотора (ротор);  
5 – шарик-поршень;  

6 – статор насоса; 7 – обоймы  
(беговые дорожки) насоса и гидромотора; 

8 и 9 – входной и выходной валы  
гидропередачи 

 
 

Соответственно, можно, вводя, например, параметр, отражающий относительную 
разницу радиусов поршня и центральной части беговой дорожки   ,ppt RRR   где tR  – 

радиуса желоба, а pR – радиус шарового поршня (см. рис. 5), провести анализ влияния физи-

ко-механических свойств поверхностного слоя, моделирующего шероховатость (за это отве-
чают параметры L  и  ) и формы беговой дорожки (за это ответственен в (5) введенный 
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параметр  ) на распределение контактных давлений. Эта задача и была решена с использо-

ванием специализированного программно-модельного комплекса, реализующего разрабо-
танный в статье метод расчета.  

 

z

Оst  

Рис. 5. Геометрия тел в сопряжении 
поршня со статорным кольцом и 

профиль беговой дорожки 
 

 

 На рис. 6 представлены характерные распределения контактных давлений, получае-
мые при варьировании   в пределах от 0 до 1,55,    – от -0,2 до 0,2. Результаты получены 

при значениях pR = 0.03175 м – радиус поршня, spR = 0.128 м – радиус круговой траектории 

центра поршня, stR = 0.15975 м – радиус статорного кольца, rotR = 0.145 м – радиус корпуса 

ротора,  = = 0.012  м – максимальный эксцентриситет; упругие постоянные материала 
поршня и статора: E  = 200 ГПа – модуль упругости и = 0.3 – коэффициент Пуассона; а 
также при силе прижатия шара к тору силой P = 100 кН. На рис. 7 – распределения кон-
тактных давлений вдоль большой оси пятна контакта при разных   и варьируемом L . 

 
 

Рис. 6. Характерные распределения контактных даавлений в сопряжении шарового поршня радиаль-
ной ГОП с тороидальной беговой дорожкой (см. рис. 4, 5) 

 
Анализ результатов. Как видно из полученных результатов, распределение кон-

тактных давлений р, расположенное в левом верхнем углу мозаичной картины (см. рис. 6), 
практически совпадает с распределением, получаемым в модели Герца. Здесь 0 , а 
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2,0 , и применима модель Герца. Получаем эллипсоидальное распределение ),( yxp . 

 С ростом   характер распределения ),( yxp  изменяется, приближаясь к параболоид-

ному. При этом, однако, пятно контакта во многом напоминает эллипсовидное (в модели 
Герца – эллипс), хотя с ростом   увеличивается, а, подходя к границам детали, приобретает 
вид прямоугольника со скругленными краями. Однако, как и в первом случае, максимум 
давлений – в центре пятна контакта, а на границе – давления обнуляются. 
 При уменьшении   от 0,2 до -0,2 происходит постепенная трансформация овального 

пятна контакта в две изолированных каплевидных области, а, соответственно, видоизменя-
ются и распределения контактных давлений. В частности, они приобретают форму двух 
шатров с максимумами в средней части двух каплевидных пятен контакта ближе к перифе-
рии контактирующих поверхностей. 
  

  

  

  
Рис. 7. Картины распределение контактных давлений для различных значений    

при варьировании параметра податливости L упругого слоя, имитирующего  
шероховатость контактирующих поверхностей поршня и статора ГОП: 
I – L = 0  ; II – L = 1;  III –  L = 5;  IV –  L = 10; V –  L = 20; VI –  L = 100  

 

При одновременном уменьшении    и   (на рис. 6 – вдоль диагонали слева вниз на-

χ = 10% χ = 4% 

χ = 2% 

χ = 0% 

χ = -2% 

χ = -10% 
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право) контактное пятно из овального превращается в гантелеобразное, а, кроме максимума 
в центре, появляются и возрастают, становясь доминирующими, локальные максимумы на 
периферии. 

Таким образом, можно заключить, что путем варьирования геометрической формы 
поверхности и физико-механических характеристик винклеровского слоя, моделирующего 
шероховатость этих контактирующих поверхностей, можно в широких диапазонах изменять 
уровень контактных давлений, а также форму контактных пятен и распределения давлений 
между сложнопрофильными телами. 

 

Выводы.  
1. В статье предложен метод расчета контактного взаимодействия сложнопрофиль-

ных тел с учетом влияния локальной податливости слоя шероховатости. 
2. Анализ полученных распределений контактных давлений и формы контактных 

пятен показывает, что при изменении и формы сложнопрофильных тел, и свойств податли-
вости винклеровского слоя, моделирующего шероховатость поверхностей контактирующих 
СПТ, они кардинально видоизменяются. При этом получаемые картины и характеристики 
оказываются не просто не совпадающими, а резко отличающимися от предсказываемых при 
использовании моделей Герца и ей подобных. 

3. В получаемых при помощи предложенного варианта МГЭ распределениях кон-
тактных давлений отсутствуют резкие локальные нефизичные всплески, что отличает в по-
ложительном смысле применяемый численный метод дискретизации от других, например, 
метода конечных элементов. 

Область применимости предложенного метода расчета достаточно широка, а точ-
ность – удовлетворительна, что дает возможность применять его в дальнейших исследова-
ниях для анализа контактного взаимодействия сложнопрофильных тел разнообразной фор-
мы и с различной шероховатостью контактирующих участков поверхностей.  

Полученные результаты планируется в дальнейшем применить при проектных ис-
следований широкого класса машиностроительных конструкций, содержащих шероховатые 
сложнопрофильные тела, находящиеся в условиях силового контакта. 
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Ткачук Н.Н., Скрипченко Н.Б., Ткачук А.В, Литвиненко А.В., Крюков С.Д., Богач А.С. 

ОЦЕНКА ВЛИЯНИЯ ШЕРОХОВАТОСТИ НА КОНТАКТНЫЕ ДАВЛЕНИЯ  

В СОПРЯЖЕНИИ СЛОЖНОПРОФИЛЬНЫХ ТЕЛ  

В статье для определения распределения контактного давления между сложнопро-

фильными телами предлагается использовать метод граничных элементов. Влияние шеро-

ховатости поверхностей контактирующих тел моделируется с помощью винклеровского 

слоя. Установлены закономерности распределения контактного давления в зависимости от 

распределения зазора между телами и податливости винклеровского слоя. 

 

Ткачук М.М., Скріпченко Н.Б., Ткачук Г.В., Литвиненко О.В., Крюков С.Д., Богач А.С. 

ОЦІНКА ВПЛИВУ  ШОРСТКОСТИ НА КОНТАКТНИЙ ТИСК  

У СПРЯЖЕННІ СКЛАДНОПРОФІЛЬНИХ ТІЛ 

У статті для визначення розподілу контактного тиску між складнопрофільними  ті-

лами пропонується  використовувати метод граничних елементів. Вплив шорсткості повер-

хонь контактуючих тіл моделюється за допомогою вінклеровського шару. Установлені зако-

номірності розподілу контактного тиску залежно від розподілу міжтілового зазору та подат-

ливості вінклеровського шару. 

 

Tkachuk N.N., Skripchenko N.B., Tkachuk A.V., Litvinenko O.V., Krukov S.D., Bogach A.S. 

ASSESSMENT OF THE INFLUENCE OF ROUGHNESS ON CONTACT 

PRESSURE BETWEEN COMPLEX-SHAPED BODIES 

In this paper boundary element method is proposed for the analysis of pressure distri-

bution in the contact of complex-shaped bodies. The effect of surface roughness is modelled 

by Winkler elastic layer. The character of the contact pressure distribution is determined with 

respect to the gap geometry and the compliance of the Winkler layer. 


