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Введение. Контактное взаимодействие зубьев является основным видом переда-

чи механической мощности в редукторах и трансмиссиях. В связи с этим обеспечение 
контактной прочности выходит на первый план при проектировании зубчатых зацепле-
ний, особенно – при использовании зацеплений новых типов, например, двухпарамет-
рических или эволютных [1-4]. В этих случаях необходимо исследовать контактное 
взаимодействие тел, ограниченных поверхностями сложной формы. С другой стороны, 
даже зубья традиционных эвольвентных зубчатых колес подвергают продольной мо-
дификации и «бочкованию», в результате чего форма исходной рабочей поверхности 
незначительно изменяется. Однако такое незначительное изменение геометрической 
формы приводит к существенному изменению локализации контакта зубьев. В резуль-
тате улучшаются условия сопряжения зубьев, например, за счет меньшей чувствитель-
ности к погрешностям обработки, сборки и упругого деформирования. Отсюда – избав-
ление от нежелательной концентрации напряжений на кромках зубьев. В то же время 
для расчета контактного взаимодействия таких зубьев нельзя напрямую применять тра-
диционные методики, поскольку по мере увеличения силы их прижатия пятно контакта 
резко прогрессирует, быстро выходя на периферию рабочих поверхностей. В связи с 
этим требуется разработка новых моделей и проведение численных исследований, ко-
торые бы дали возможность установить качественные особенности и количественные 
характеристики контактного взаимодействия зубьев со сложнопрофильными поверхно-
стями. Это составляет цель данной работы. 

Анализ существующих методов расчета контактного взаимодействия. Ос-
новные методики анализа контактной прочности зубчатых зацеплений до настоящего 
времени – стандартизированные модели и алгоритмы [5]. Они базируются на соотно-
шениях, получаемых из модели Герца [6]. Для учета влияния факторов, этой моделью 
не учитываемых должным образом, служат различные коэффициенты [7]. Данные ко-
эффициенты получены, как правило, эмпирическим путем в ходе многовариантных 
стендовых испытаний зубчатых зацеплений. Неустранимый недостаток такого подхода 
– невозможность распространения на те типы зацеплений, которые только создаются, и 
опытные образцы которых либо отсутствуют, либо их изготовление в большом количе-
стве нецелесообразно. 

Сложившееся противоречие частично разрешается путем проведения многова-
риантных исследований контактного взаимодействия тел конечных размеров, что от-
ражено в работах [8, 9]. В то же время геометрическая форма тел, контактное взаимо-
действие которых исследовалось в этих работах (а именно два параллелепипеда с эл-
липсоидальной формой искажения пары сопряженных граней), не вполне совпадают с 
формой зубчатых передач того или иного типа. Кроме того, отличаются и граничные 
условия на закрепленных частях взаимодействующих тел. В связи с этим требуется 
проведение подобных исследований контактного взаимодействия сложнопрофильных 
тел, но с приближением их формы и граничных условий к реальным условиям.  

Постановка задачи. Исследуется контактное взаимодействие при однопарном 
зацеплении прямозубых зубьев эвольвентного профиля (рис. 1). Случай I соответствует 
исходной геометрии зубьев. Случай II – контакт зубьев, модифицированных путем  
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формирования «бочек» на рабочих поверхностях радиусами 
R1, R2. Случай III – номинальная исходная геометрия зубьев 
(случай I) плюс перекос на небольшой угол α. 

Анализ контактного взаимодействия осуществляется 
при помощи метода конечных элементов. Нагружение – 
путем приложения крутящего момента M = PR, где P – 
усилие прижатия зубьев, R – плечо действия этой силы от-
носительно оси нагружаемого зубчатого колеса. Второе 
колесо тормозится на оси. Локальная зона контактирующих 
зубьев – на рис. 2. Требуется определить характер измене-
ния контактных площадок и распределений контактных 
давлений при изменении крутящего момента (или усилия 
прижатия Р). Кроме того, результаты конечно-элементного 
моделирования дают возможность определить напряженно-
деформированное состояние (НДС). В связи с этим попутно 
ставится задача определения влияния усилия прижатия (или 
крутящего момента) на характеристики НДС. 

Результаты исследований. Параметрические ко-
нечно-элементные модели (рис. 3) исследуемых объектов 
дают возможность организовывать и проводить многовари-
антные исследования их напряженно-деформированного 
состояния с учетом контактного взаимодействия. Для обес-
печения таких расчетных исследований был создан соот-
ветствующий макрос, который дает возможность в полуавтоматизированном режиме 
варьировать исходные данные, осуществлять расчеты, проводить обработку массива 
результирующей информации и устанавливать зависимости контролируемых величин 
от варьируемых параметров. В итоге была получена база данных значительного объе-
ма, содержащая весь комплекс информации о напряженно-деформированном состоя-
нии зубьев с учетом контактного взаимодействия. Созданная база данных является от-
крытой, т.е. предоставляет возможность не только проводить анализ уже полученных 
результатов, но и организовывать дальнейшие исследования с изменением любых 
варьируемых параметров. Т.о., получаем базу данных с элементами базы знаний, т.е. с 
возможностями установления закономерностей, которые отражают зависимость харак-
теристик НДС от совокупности значимых параметров. 

 По итогам анализа созданной базы данных расчетных исследований могут быть 
построены интегральные зависимости максимальных контактных давлений q и эквива-
лентных напряжений по Мизесу σэ в зоне контакта зубьев от крутящего момента M. В 
частности, на рис. 4 отображена зависимость изменения максимальных контактных 
давлений при варьировании величины крутящего момента, предсказанные методом 

 
Рис. 1. Схема контактного 

взаимодействия зубьев 
прямозубой эвольвентной 

передачи 
 

 
Рис. 2. Геометрическая 

модель зоны контактного 
взаимодействия 

эвольвентных зубьев 
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Рис. 3. Конечно-элементные модели 

исследуемых зубьев:  
300 тыс. конечных элементов (КЭ), 

более 1 млн. узлов 

Рис. 4. Зависимости изменения максимальных 
контактных давлений при варьировании крутящего 

момента, полученные разными методами 
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Герца и полученные численным решением методом конечных элементов. На рис. 5, 6 – 
картины распределения q и σ. 

 

 

 
Рис. 5. Распределение контактных давлений при варьировании величины 

 крутящего момента (случай II) 
 

 

   
Рис. 6. Напряжения по Мизесу, возникающие в сопрягаемых зубьях (случай II) 

 

Как видно из представленных зависимости и распределений, тенденции измене-
ния qmax резко отличаются от получаемых согласно модели Герца. Четко прослеживает-
ся два участка на кривой qmax (М): первый из них соответствует случаю, когда площадка 
контакта расположена в центральной зоне рабочей поверхности зубьев, а второй – при 
выходе пятна контактна на периферию зуба. При этом максимальные контактные дав-
ления достигаются в центральной части пятна контакта, однако характер максимума 
резко выражен на первом участке (при малых М), а далее, с ростом М он становится все 
менее резко выраженным. Максимальные напряжения по Мизесу достигаются на неко-
торой глубине от рабочей поверхности зуба. При этом зона их расположения в плане с 
ростом М распространяется к периферии рабочих поверхностей зуба, а максимальные 
значения не меняют локализацию и остаются в центре (в пределах исследованных в 
данном случае диапазонов нагрузок). 

Естественно, что сам характер распределения q и σэ для случая II (см. рис. 1), т.е. 
для бочкообразного зуба, отличается как от идеального контакта прямых зубьев (слу-
чай I, см. рис. 1), так и от контакта с перекосом (случай III, см. рис. 1). Характерные 
распределения q представлены для случаев I и III на рис. 7, 8. На рис. 9 – сравнитель-
ные диаграммы, показывающие соотношение уровней контактных давлений, возни-
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кающих в случаях I, II, III при М = 10 Нм. Видно, что случай III является неблагопри-
ятным. Случай I является более предпочтительным по сравнению со случаем II. Одна-
ко, учитывая, что в реальности случай I неизбежно трансформируется к случаю III (из-
за неизбежного наличия перекосов, погрешностей изготовления и деформаций осей, 
валов, ступиц зубчатых колес), устойчиво предпочтительным является как раз 
вариант II. 

 

   
Рис. 7. Распределение контактных давлений при варьировании 

величины крутящего момента (случай I) 
 

 

 
Рис. 8. Распределение контактных давлений при варьировании  

величины крутящего момента (случай III) 
 

Выводы. Разработанные модели и алго-
ритмы исследования контактного взаимодействия 
зубьев модифицированных зубчатых передач да-
ют возможность проводить анализ влияния раз-
личных факторов на напряженно-
деформированное состояние взаимодействующих 
тел. С использованием этого инструментария, в 
частности, влияния модификации зубьев («бочко-
вания») на характер распределения и величины 
достигаемых контактных давлений и напряжений. 
Установлено, что использованная модификация 
благоприятно сказывается на напряженно-
деформированном состоянии контактирующих зубьев. Снижается реально реализуе-
мый уровень контактных давлений и напряжений. 

Предложенные подходы, модели, созданные базы данных и установленные за-
кономерности могут быть использованы в дальнейшем при исследованиях и обоснова-
нии проектно-технологических параметров перспективных зубчатых передач. 
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Рис. 9. Соотношение уровня макси-
мальных контактных давлений, воз-

никающих в случаях I, II, III. 
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КОНТАКТНА ВЗАЄМОДІЯ В МОДИФІКОВАНОМУ  

ЗУБЧАСТОМУ ЗАЧЕПЛЕНІ  
 У статті поставлена та розв’язана задача про контактну взаємодію модифікова-
них робочих поверхонь зубчастих передач. Проведено аналіз розподілу контактних зон 
та контактного тиску при різній величині крутного моменту. Установлені характерні 
особливості напружено-деформованого стану в зоні контактної взаємодії зубців.  
 

Скрипченко Н.Б., Ткачук Н.Н. 
КОНТАКТНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ В МОДИФИЦИРОВАННОМ  

ЗУБЧАТОМ ЗАЦЕПЛЕНИИ 
В статье поставлена и решена задача о контактном взаимодействии модифици-

рованных рабочих поверхностей зубчатых передач. Проведен анализ распределения 
контактных зон и контактных давлений при различной величине крутящего момента. 
Установлены характерные особенности напряженно-деформированного состояния в 
зоне контактного взаимодействия зубьев.  
 

Skripchenko N.B., Tkachuk M.M. 
CONTACT INTERACTION IN THE MODIFIED GEARING 

In the article the problem of contact interaction of modified gear surfaces was 
formulated and solved. Analysis of the distribution of contact areas and contact pressure for 
different values of moment was held. Characteristic features of the stress-strain state in con-
tact interaction area of teeth were identified. 


