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АНАЛІТИЧНИЙ ОПИС ДИНАМІКИ ФОРМОЗМІНИ ЦИЛІНДРИЧНИХ ЗАГОТОВОК  

ПІД ЧАС ТОРЦЕВОГО СТИСНЕННЯ  

У цій праці розроблено методику побудови математичної моделі динаміки формозміни бічної поверхні циліндричної заготовки під час 
торцевого стиснення із бочкоутворенням. На основі розробленої методики отримано аналітичний опис динаміки формозміни циліндричних 

заготовок під час деформування та розроблено рекомендації стосовно експериментального визначення його параметрів. Показано, що 

отримана модель динаміки формозміни може бути покладена в основу удосконаленої методики експериментально-аналітичного дослідження 
процесу торцевого стиснення. 
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.Вступ. Одним із найпоширеніших процесів 

деформування є торцеве стиснення, яке 

використовується і як складова частина 

технологічного процесу виготовлення деталей, так і 

в якості способу дослідження фізико-механічних 

властивостей матеріалів [1–4]. Як відомо [1–9], під 

час стиснення циліндричних заготовок із 

малопластичних матеріалів на бічній поверхні 

утворюються тріщини. При чому ступінь стиснення, 

при якому з'являються тріщини, залежить від 

інтенсивності бочкоутворення на бічній поверхні, 

яке залежить як від геометричних параметрів 

заготовки, так і від умов тертя на торцях. Наукові 

напрацювання стосовно цього процесу є базовими 

для створення та удосконалення переважної 

більшості теоретичних методик розрахунку 

технологічних параметрів різноманітних процесів 

пластичного деформування. Тому отримані дані про 

особливості та закономірності вказаного процесу 

деформування мають значний теоретичний та 

практичний інтерес [1–5]. 

Під час торцевого стиснення, у зв’язку із 

нерівномірністю деформацій, відбувається 

викривлення форми вільної поверхні, так зване 

бочкоутворення, від якого залежить напружено-

деформований та граничний стани матеріалу 

заготовки. Комплексна характеристика процесу 

торцевого стиснення включає як аналіз напружено-

деформованого та граничного станів, так і 

отримання аналітичного опису геометричних 

параметрів заготовки під час процесу 

деформування.  

Аналіз останніх досліджень та літератури. 

При цьому досить велику перевагу науковці 

надають задачам дослідження напружено-

деформовано та граничного станів матеріалу бічної 

поверхні циліндричних заготовок. Для розв’язання 

цієї задачі було удосконалено експериментально-

аналітичну методику дослідження НДС 

небезпечної, стосовно накопичення розсіяних 

пошкоджень, частини заготовки, розроблено та 

апробовано різні моделі для опису граничних 

деформацій бічної поверхні циліндричних заготовок 

під час торцевого стиснення, а також отримано ряд 

практичних рекомендацій стосовно покращення 

параметрів якості отриманих деталей [1–7].  

На відмінно від НДС та граничних деформацій, 

задачам аналітичного опису та аналізу 

геометричних параметрів заготовки не приділено 
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потрібної уваги. Хоча аналітичний опис заготовки 

під час нестаціонарного деформування є не менш 

важливою задачею під час дослідження та 

удосконалення технологічних процесів, в основу 

виготовлення яких покладено процес торцевого 

стиснення. Зокрема для прогнозування якості 

поверхонь, можливості їх руйнування, а також 

забезпечення певної конфігурації деталей під час їх 

виготовлення [2–7]. Проведений аналіз свідчить про 

те, що під час моделювання форми бічної поверхні 

циліндричних заготовок при осадженні 

використовується велика кількість підходів [3–5, 

8, 9]. Найвідомішими серед них є варіаційний метод, 

метод жорстких макроблоків та ін. Значна кількість 

досліджених методик аналізу формозміни вільної 

поверхні циліндричних заготовок базуються на 

отриманні співвідношень для обчислення одного із 

геометричних розмірів бічної поверхні при 

деформуванні.  

Наприклад, в роботі [9] розроблено аналітичні 

залежності опису форми бічної поверхні, які 

відтворюють експериментальні дані 

вісесиметричного осадження в межах допустимої 

похибки їх визначення. Розглянута методика 

базується на експериментально отриманих 

значеннях декількох діаметрів бічної поверхні 

заготовки, при цьому не отримано залежностей усіх 

геометричних параметрів заготовки від умов тертя 

на торцях та інших фізичних особливостей 

вказаного процесу деформування. В роботі [10] 

приведено методику аналітичного опису 

геометричних параметрів заготовки під час 

деформування. Проте в цій методиці відсутнє 

обґрунтування ключових аспектів побудови 

математичної моделі формозміни циліндричної 

заготовки під час процесу торцевого стиснення. 

Один із основних кроків для отримання 

аналітичного опису геометричних параметрів 

заготовки під час торцевого стиснення зроблено в 

роботі [8], в якій отримано залежність 

максимального радіуса циліндричної заготовки під 

час торцевого стиснення із бочкоутворенням від 

основних параметрів процесу. Але аналітичного 

опису всієї бічної поверхні заготовки під час 

деформування ще не було отримано. 

Мета дослідження, постановка проблеми. 
Однією із основних задач є розробка методики для 

отримання математичної моделі динаміки 

формозміни циліндричних заготовок в залежності 
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від умов тертя та ступеня стиску під час торцевого 

стиснення.  

Розробка аналітичного представлення 

геометричних параметрів заготовки під час 

стиснення базується на врахуванні таких припущень 

[8, 10]: 

1) забезпечення умови незмінного об’єму 

заготовки 

0V S H const   ;    (1) 

де 
0S , H  – площа поперечного перерізу та висота 

заготовки до деформування; 

2) течія матеріалу має лише радіальний та 

осьовий компоненти; 

3) під час стиснення забезпечується симетрія 

заготовки відносно її вісі, тобто розглядається 

торцеве стиснення;  

4) k  – коефіцієнт тертя на торцях заготовки:  

4.1) 1k   – тертя відсутнє. Бічна сторона 

паралельна вісі заготовки, при цьому радіус торців 

набуває максимально можливого значення: 

0f

H
r r

h
  ,     (2) 

де 
0r , 

fr  – початковий та поточний радіуси торця, 

h  – висота здеформованої заготовки (параметр, що 

характеризує стадію процесу стиснення (рис. 1)). 

4.2) 0k   – максимальне тертя. Основа не 

змінює початкові розміри 

0fr r const  ,    (3) 

а бічна сторона максимально деформується.  

4.3) 0 1k   – радіуси торців збільшуються, 

бічна сторона деформується (рис. 1). При цьому 

радіуси торців задовольняють нерівність: 

0 0f

H
r r r

h
   ,    (4) 

 
Рис. 1 – Схематичне представлення процесу 

торцевого стиснення 

Значення радіуса торців під час процесу 

торцевого стиснення залежить від початкових 

параметрів заготовки, поточної висоти заготовки в 

процесі деформування та умов тертя на торцях 

заготовки [8]:  

 0 0, , , 1 1 .f f

H
r r H r h k r k

h

 
      

 
 (5) 

Для фіксованого значення висоти 

здеформованої заготовки під час деформування 

представимо радіус бічної поверхні 

співвідношенням: 

        2

0 1 2, ; 0 ,Rh z h A h A h z A h z z h        (6) 

де z  – параметр, що характеризує радіус 

здеформованої заготовки по її висоті h . 

При цьому для отриманої залежності (6) мають 

виконуватися граничні умови:  

1) при значенні параметра 0z  , повинна 

виконуватися рівність: 

 0, .fRh z h r      (7) 

В результаті отримуємо вираз для знаходження 

однієї із функцій співвідношення (6): 

 0 fA h r ,     (8) 

з урахуванням якого співвідношення (6) набуває 

вигляду 

      2

1 2, fRh z h r A h z A h z    
; (9) 

2) при значенні параметра z h , повинна 

виконуватися рівність: 

 , .fRh z h h r 
    (10) 

В результаті отримуємо залежність між іншими 

невідомими функціями співвідношення (9), яке 

набуває вигляду: 

     2

0 ;
, ;

0 .
f

h H
Rh z h r A h z z h

z h

 
     

   (11) 

Для отриманого співвідношення (11) зробимо 

проміжну перевірку. Оскільки було прийнято, що 

   0, , ,fRh z h Rh z h h r     то має 

виконуватися умова симетричності: 

 

2

,
0.

hz

Rh z h

z





    (12) 

Дійсно 

 
       

 
 

2 2

2

2

,
2 .

,
2 0.

2hz

Rh z h
A h z h z A h z h

z

Rh z h h
A h h

z



       



  
     

  
(13) 

З урахуванням співвідношення (2) отримаємо: 

   

   
1 2

1 2

1, 0,
.

0 1, , 0

k A h A h

k A h A h

   


  
 (14) 

Отже, співвідношення (11) необхідно 

представляти у вигляді: 
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 

   

0

2

, 1,

, 0 1,

; 0 ,

0 .

f

H
r k

h

Rh z h k

r A h z z h h H

z h


 




  
      
   

 (15) 

При цьому має виконуватися рівність: 

 2 0.A h H 
 

   (16) 

Введемо ще одну умову. Із механіки процесу 

торцевого стиснення відомо, що радіус бочки 

здеформованої заготовки є найбільшим, тобто 

,f br r  отже, відповідно до співвідношення 

Ошибка! Источник ссылки не найден. отримаємо 

   
2

2 2

,
2

.
2 2 4

f

f f

h
r Rh z h

h h h
r A h h r A h

 
   

 

 
        

 

  

Звідки випливає 

 2 0.A h      (17) 

Вигляд функції  2A h  знаходимо із умови 

постійності об’єму (1). 

   

0 0

2

0
0

.

, .
h

V r H

V V h Rh z h dz





  

   
 

На основі попереднього співвідношення з 

використанням (15) отримаємо рівняння 

   4 2 2 2

0 2 2

1 1

30 3
f fr H h h A h r h A h r

 
          

 
, 

із розв’язання якого отримуємо вираз для функції 

 2A h : 

 

2 4

0

2 2

5 30 5

.
f f

H
r r r

h
A h

h

     


 

 (18) 

Знак перед коренем визначаємо за допомогою 

урахування нерівності (17), тоді 

 

2 4

0

2 2

5 30 5

.
f f

H
r r r

h
A h

h

     


 

 (19) 

В результаті отримаємо модель динаміки 

формозміни циліндричної заготовки під час 

торцевого стиснення із бочкоутворенням 

   

0

2 4

0

2

0

, 1;

5 30 5

, ;

0 ;

0 ;

1 1 ;

0 1.

f f

f

f

H
r k

h

H
r r r

h
Rh z h r z z h

h

h H

z h

where H
r r k

h

k





  




     


    

  
 

  

          
   

(20) 

Використовуючи модель (20), при 
2

h
z   

отримаємо співвідношення для обчислення радіуса 

бочки. 

2 4
20

2

2 4

0

,
2

5 30 5

.
4

1 1
30 5 .

4 4

b

f f

f

b f f

h
R Rh z h

H
r r r

hh
r

h

H
R r r r

h

 
   

 

     
 

    
 

          (21) 

Для певної заготовки та умов тертя маємо 

фіксовані значення 
0, ,k r H . На кожній стадії 

стиснення, що характеризується окремими 

значеннями, експериментально визначаємо радіус 

бочки 
beR . Використовуючи отримані значення за 

допомогою методу найменших квадратів 

визначаємо значення коефіцієнта тертя  , 0 1k k  . 

Якщо експериментальні дані отримано для радіуса 

торців ,fr  то коефіцієнт тертя потрібно визначати за 

допомогою методу найменших квадратів на основі 

співвідношення (5). Якщо експериментальні дані є 

для , ,be feR r  то значення коефіцієнта тертя k  

визначаємо на основі співвідношення (5), а значення 

beR  можемо використати для оцінки адекватності 

побудованої моделі. 

Висновки. Розроблена методика побудови 

математичної моделі динаміки формозміни бічної 

поверхні циліндричної заготовки під час торцевого 

стиснення із бочкоутворенням надала можливість 

отримати аналітичний опис динаміки формозміни 

циліндричних заготовок під час деформування, а 

також розробити рекомендації стосовно 

експериментального визначення його параметрів. 

Отримана модель динаміки формозміни покладено в 

основу удосконаленої методики експериментально-

аналітичного дослідження процесу торцевого 

стиснення. 
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