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Предлагается классификационное описание векторно заданных аналитических поверхностей. 
Построение описания базируется на формировании древовидной структуры доменов. Такое 
описание векторно заданных поверхностей ускоряет и упрощает вычисление точек пересечения 
проекционного луча с поверхностью, а также позволяет снизить затраты памяти. 
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Постановка проблемы. Основным требованием, предъявляемым к 

современным системам визуализации (СВ) реального времени, является 
высокая реалистичность генерируемого изображения. Метод обратного  
трассирования [1, 2] работает с аналитически заданными поверхностями, что 
позволяет значительно повысить качество синтезируемой картинки по 
сравнению с методом прямого трассирования [3, 4]. Применение векторного 
метода описания поверхностей позволяет задавать широкий диапазон 
примитивов для создания сцен. Однако непосредственное применение 
итерационного алгоритма для вычисления точек пересечения проекционного 
луча (ПЛ) с векторно-заданной фигурой затруднительно в силу того, что в 
общем случае поверхность может иметь множество точек пересечения с ПЛ. 
Поэтому актуальным является поиск такого описания поверхности, при 
котором упрощается определение точек пересечения. 

 

Анализ литературы. Одним из подходов к решению данной проблемы 
является классификационное описание. Классификационное описание 
представляет собой разделение пространства, занимаемого фигурой, на 
подпространства (домены). Известно классификационное описание 
поверхностей второго порядка, представленных в неявной форме, и 
плоскостей [5]. Однако оно не решает задачу упрощения нахождения точек 
пересечения ПЛ с поверхностью, а служит только для уменьшения времени 
синтеза изображения. Таким образом, возникает необходимость построения 
такого классификационного описания векторно-заданной фигуры, чтобы в 
каждом домене было ограниченно количество возможных точек пересечения с 
ПЛ. 
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Цель статьи. Изложить метод построения классификационного описания 
векторно заданных аналитических поверхностей, которое позволит ограничить 
в каждом домене количество точек пересечения ПЛ с фигурой до 
предварительно заданного и повысить скорость генерации изображения. 

 

Классификационное описание.  В предлагаемом методе используется 
ортогональная классификация, когда оболочка поверхности и домены, на 
которые она разбивается, представляет собой куб или прямоугольный 
параллелепипед. Предлагается использовать не регулярную, как в [5], а 
древовидную классификационную решетку. Это позволит снизить объем 
памяти, используемый под классификационное описание, и вычислений при 
расчете точки пересечения ПЛ с поверхностью. Корнем дерева доменов T 
является внешняя оболочка поверхности [3]. Определим атрибуты домена как 
совокупность параметров: 
 },,,{ min chsurfi LLVVD ∆= , (1) 
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min} – вершина, задающая геометрическое положение 
домена, у которой координаты x, y, z минимальны для данного домена; 

ΔV = {Δx, Δy, Δz} – стороны параллелепипеда, задающего домен; 
Lsurf  – список поверхностей, указывающий принадлежность поверхности 

данному домену; 
Lch – список дочерних доменов, на которые разбит данный. 
При разбиении  домена будем делить его на 8 равных частей тремя 

перпендикулярными плоскостями, параллельными граням домена. 
Пусть поверхность задана векторно на множестве параметров {u; v} 

следующим образом [6]: 
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Задача построения классификационного описания состоит из следующих 
этапов: 

1. Выбор шага дискретизации параметров поверхности. 
2. Формирование дерева классификационных доменов. 
3. Исключение пропущенных доменов. 
Этап 1. При выборе шага дискретизации параметров будем учитывать 

угловую погрешность СВ γ [7] и минимальное расстояние Lmin, с которого 
будет визуализирована поверхность. Шаг дискретизации параметров будем 
выбирать, основываясь на частных производных поверхности первого 
порядка. Если известны частные производные первого порядка поверхности, 
то можно вычислить шаг дискретизации параметров поверхности, линеаризуя 
функции координат x = fx(u,v),  y = fy(u,v),  z = fz(u,v).  

Зададимся целью выбрать такой шаг дискретизации, при котором 
приращение поверхности || F∆  с расстояния Lmin не превысят γ. Учитывая, что 
γ ~ 2–10  и меньше, можно записать: 
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 γ|| min ⋅≤∆ LF . (3) 

Представим F∆ , как сумму приращений по каждому из параметров: 

 uv FFF ∆+∆=∆ . (4) 
Используем разложение функции в ряд Тейлора [8], для производных 

первой степени: 
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Для нахождения полного приращения функции по двум параметрам 
воспользуемся теоремой косинусов [8]: 

 αcos||||2|||||| 222 ⋅∆⋅∆⋅−∆+∆=∆ vuuv FFFFF , (6) 

где α  – угол между векторами uF ' и vF ' . 
Для простоты примем dp = dv = du. Подставим (5) в (6) и применим 

формулу скалярного произведения векторов [8]: 

 )2|'||'(||| 2222
vuuv FFFFdpF ⋅⋅−+⋅=∆ . (7) 

Подставляя (3) в (7), получаем, что dp должно удовлетворять условию на 
интервалах задания параметров: 
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Этап 2. На этом этапе формируется дерево классификационных доменов. 
Формирование дерева классификационных доменов включает в себя перебор 
параметров {u; v} с рассчитанным с помощью (8) шагом:  

 
....,2,1,0];;[;

;...,2,1,0];;[;

maxminmin

maxminmin

=∈⋅+=

=∈⋅+=

lvvvldpvv

kuuukdpuu
l

k

 (9) 

Формирование дерева доменов разбивается на следующие задачи: 
Задача 1. Определение множества доменов, которым принадлежит 

рассматриваемая поверхность F . Задача решается так: 
1) при прохождении по параметрам (9) рассчитываются координаты точек 

поверхности, соответствующие этим значениям параметров: 
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2) определяется, какому домену-листу дерева принадлежит klF  на основе 
выражений: 
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Определение, какому домену-листу принадлежит klF , начинается с 
вершины дерева T и затем рекурсивно, применяя (11), производится анализ 
принадлежности точки klF дочерним доменам. В списки Lsurf  доменов, для 

которых выполнилось выражение (11), заносится рассматриваемая фигура F . 
Задача 2. Разбиение доменов. Необходимо для ограничения количества 

точек пересечения ПЛ с поверхностью. Критерием для разбиения доменов 
предлагается выбрать количество экстремумов поверхности в домене. 
Рассмотрим случай, когда в домене имеется не более одного экстремума, так 
как в этом случае в домене будет не более трёх точек пересечения ПЛ с 
поверхностью (рис. 1). Для такого случая итерационный алгоритм поиска 
точек пересечения ПЛ с поверхностью строится наиболее просто. Анализ 
количества экстремумов поверхности (любым из способов, приведенных, 
например, в [9]) в домене следует проводить на множестве точек поверхности, 
полученных при проходе по параметрам (10). 

 

 
Таким образом, приняв за критерий разбиения домена количество 

экстремумов поверхности в домене, запишем функции-предикаты, которые 
описывают условие разбиения домена, основываясь на количестве 
экстремумов поверхности вдоль каждой координаты: 
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Рис. 1. Показано максимальное количество точек пересечения 
поверхности с ПЛ при одном экстремуме функции поверхности в домене;  

а) плоский случай, б) трехмерная поверхность. 
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где z,, NNN yx  – количество экстремумов поверхности в домене 
соответственно по x, y, z.  

Теперь условие разбиения домена можно записать в следующем виде: 
 zyx pppD ∨∨= .  
Этап 3. Исключение пропущенных доменов. При прохождении по 

отсчетам параметров в задаче 1 этапа 2 возможны ситуации, когда в силу 
дискретизации, будет пропущен переход поверхности в соседний домен 
(рис. 2).  

 
Это может привести к появлению пропусков на поверхности при 

визуализации, поскольку в этом случае в список Lsurf  домена di+1 не будет 
помещена рассматриваемая поверхность. Для исправления этой ситуации 
предлагается применить мажорантный подход и включить в 
классификационное описание домены-листья, которые имеют общие грани с 
доменами, содержащими поверхности (соседние домены). Для этого: 

1. Составляется список LF
 листьев дерева доменов, содержащих данную 

поверхность F.  
2. Для каждого элемента списка LF

 листа формируется список соседних 
доменов LF

neib (i = 1, 2, …), которые не содержат данную поверхность 
( surfLF ∉ ).  

3. Заносим в список Lsurf  элементы списка LF
neib . 

Предложенный мажорантный подход увеличивает объем вычислений при 
визуализации поверхности, однако за счет избыточности вычислений 
устраняется возможность пропуска доменов, содержащих поверхность.    

 

Выводы. Предложено классификационное описание сложных векторно 
заданных аналитических поверхностей. Предложенный подход позволяет 
ограничить количество точек пересечения в каждом домене фигуры с ПЛ. 
Данное описание рекомендуется применять при визуализации поверхностей 
методом обратного трассирования. 
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