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ВЗАЄМОЗВ’ЯЗОК ІНТЕГРАЛІВ ФУР’Є ТА ХАРТЛІ 
Сформульовані та доведені теореми, що встановлюють взаємозв’язок інтегралів Фур’є та Хартлі 
для неперіодичних та фінітних функцій. Дані теореми є узагальненням відповідних теорем, які 
встановлюють взаємозв’язок між операторами обчислення дискретних та дискретно-неперервних 
перетворень Фур’є та Хартлі. Наведені тестові приклади. 
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Постановка проблеми. Проблема, яку ми розв’язуємо в даній статті, 
полягає в доповнені інструментарію інформаційних технологій у базисах 
Фур’є та Хартлі (скорочено &F H ) [1, 2] відповідними теоремами, які 
встановлюють зв’язок між інтегралами &F H  для неперіодичних та фінітних 
функцій. Ці теореми є узагальненням відповідних теорем, які були раніше 
сформульовані для операторів перетворень &F H  і потрібні для подальшої 
розбудови інструментарію інформаційних технологій у базисах &F H . Тому 
проблема є актуальною. 

Аналіз літератури. У літературі присвяченій застосуванню перетворень 
& ,F H  основними напрямками досліджень є теоретичні аспекти перетворень 
&F H  та їх застосування для вирішення практичних задач обробки сигналів 

[3 – 6], порівняння швидких алгоритмів дискретних перетворень &F H  [7], 
створення багатовимірних варіантів дискретних перетворень &F H  [8], але 
відсутні теореми, що встановлюють взаємозв’язок інтегралів &F H . 

Метою роботи є формулювання та доведення теорем, що встановлюють 
взаємозв’язок інтегралів Фур’є та Хартлі для неперіодичних та фінітних 
функцій з метою подальшого їх застосування для розбудови інструментарію 
інформаційних технологій в базисах &F H . 

Побудова теорем, що встановлюють взаємозв’язок інтегралів &F H  для 
неперіодичних та фінітних функцій.  

Випадок 1. Відомо [4, 6], прямі перетворення F & H  неперіодичної, 
абсолютно інтегрованої функції ( )f t , [ ] [ ]Re ( ) , Im ( ) ( ) ,f t f t C D∈  

( , ) ,D = − ∞ ∞  (С – множина комплексних функцій дійсного аргументу.  
Умова V ), можуть бути представлені у вигляді: 

 \
ρ

exp ( 2π ρ )
( ) ( ) , ρ

( 2π ρ )
F H j t

f G f t dt
cas t

∞

−∞

− 
Θ = ∈ℜ 

 
∫ , (1) 

де \F H – скорочення "Фур’є або Хартлі", ℜ – множина дійсних чисел, 
(α) cos (α) sin (α) , 1/(2π) , 1cas G j= + = = − . 



 180

Представимо ℜ  у вигляді: 0+ −ℜ =ℜ ℜ ℜU U , де +ℜ – підмножина ℜ , 

множина додатніх дійсних чисел; −ℜ – підмножина ℜ , множина від’ємних 
дійсних чисел. Введемо позначення: 

1 1 1 1, , .v v v v− +
− + + −∈ℜ ∈ℜ = −      (2) 

З урахуванням (2) із (1) отримуємо: 
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1\

1

exp ( 2π )
( ) ( ) .

( 2π )
F H j t

f G f t dt
cas tν

ν
ν

∞
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− 
Θ =  

 
∫m

m

m

  (3) 

Для подальшого застосування наводимо пряму та обернену теореми 
Удовиченка В.М. [9, 10]: 

1 1exp ( α) (α) ( α) , α
2 2

j jj cas cas±   ± = + − ∈ℜ   
   

m ,         (4) 

1 1( α) exp ( α) exp ( α) , α
2 2

j jcas j j±   ± = + − ∈ℜ   
   

m .        (5) 

Теорема 1. (Удовиченко В.М.) Для інтегралів (3) виконується наступне: 

1 1 1
\ \ \1 1( ) ( ) ( )

2 2
F H H F H Fj jf f fν ν ν±

±   Θ = Θ + Θ   
   m m

m .                     (6) 

Доведення виконується шляхом застосування до (3) теорем (4), (5). 
Випадок 2. Відомо [4, 6], прямі перетворення F & H  фінітної, абсолютно 

інтегрованої функції ( )f t , supp ( ) , [ , ],f t D D π π= = − ( ) ( )f t C D∈ , можуть 
бути представлені у вигляді: 

 \
ρ

exp ( 2π ρ )
( ) ( ) , ρ .

( 2π ρ )
F H j t

f G f t dt
cas t

π

π−

− 
Ω = ∈ℜ 

 
∫  (7) 

З урахуванням (2) із (7) отримуємо:: 
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exp ( 2π )
( ) ( )

( 2π )
F H j t

f G f t dt
cas t

π

ν
π
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ν

−
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Ω =  

 
∫m
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m
,    (8) 

Теорема 2. (Удовиченко В.М.) Для інтегралів (8), виконується наступне: 

1 1 1
\ \ \1 1( ) ( ) ( )

2 2
F H H F H Fj jf f fν ν ν±

±   Ω = Ω + Ω   
   m m

m .                   (9) 

Доведення частини першої – 
1

( )F fνΩ
m

 теореми 2 виконуємо із 

використанням (4): 

[ ]
1 1( ) ( ) exp ( 2π )F f G f t j t dt

π

ν
π

ν
−

Ω = − =∫m
m  
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1 1
1 1( ) ( 2π ) ( 2π )

2 2
j jG f t cas t cas t dt

π

π

ν ν
−

 ±    = + − =        
∫ m m

m  

1 1
1 1( ) ( 2π ) ( ) ( 2π )

2 2
j jG f t cas t dt G f t cas t dt

π π

π π

ν ν ±
− −

±   = + =   
   ∫ ∫m

m  

1 1

1 1( ) ( ).
2 2

H Hj jf fν ν±

±   = Ω + Ω   
   m

m  

Частина перша – 
1

( )F fνΩ
m

 теореми 2 доведена. Доведення частини другої – 

1
( )H fνΩ

m
 теореми 2 виконується із використанням (5) аналогічно. 

Хай 
1 1
\ \( ) , ( )F H F Hf fν νΩ Ω −

m m

% значення інтегралів \F H , які ми отримуємо 

при обчислені дійсних та комплексних функцій дійсного аргументу ( )f o  
відповідно. Функції ( )f o  задовольняють умову V . 

Наслідок 1. Для інтегралів Фур’є 
1

( )F fνΩ
m

, які ми обчислюємо через 

інтеграли Хартлі 
1

( )H fνΩ
m

, безпосередньо із (9) отримуємо: 

 { }1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) / 2.F H H H Hf f f j f fν ν ν ν ν− + + −

   Ω = Ω + Ω ± Ω − Ω
   m

 (10) 

Наслідок 2. Для інтегралів Хартлі 
1

( )H fνΩ
m

, які ми обчислюємо через 

інтеграли Фур’є 
1

( )F fνΩ
m

 безпосередньо із (9) з урахуванням (10) отримуємо: 

1 1 1
( ) Re ( ) Im ( ) .H F Ff f fν ν ν+ +

   Ω = Ω ± Ω
   m

    (11) 

Наслідок 3. Для інтегралів Фур’є 
1
( )F fνΩ

m

% , які ми обчислюємо через 

інтеграли Хартлі 
1
( )H fνΩ

m

% , безпосередньо із (9) отримуємо: 

 [ ]
1
( ) ( ) ( ) / 2 ,F f a b c d j b a d cνΩ = ± + + + ±

m

% m m  (12) 

де 
1 1 1 1

Re ( ) , Im ( ) , Re ( ) , Im ( ) .H H H Ha f b f c f d fν ν ν ν− − + +
       = Ω = Ω = Ω = Ω
       

% % % %  

Наслідок 4. Для інтегралів Хартлі 
1
( )H fνΩ

m

% , які ми обчислюємо через 

інтеграли Фур’є 
1
( )F fνΩ

m

% , безпосередньо із (9) отримуємо: 

 [ ]
1
( ) ( ) ( ) / 2 ,H f a b c d j b a d cνΩ = + ± + ± +

m

% m m  (13) 

де 
1 1 1 1

Re ( ) , Im ( ) , Re ( ) , Im ( ) .F F F Fa f b f c f d fν ν ν ν− − + +
       = Ω = Ω = Ω = Ω
       

% % % %  
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Тестовий приклад 1. У табл. 1 наведені результати обчислення інтегралів 

1
\ ( )F H fνΩ

m
 для функції 2( ) exp ( )sin ( π π / 7)f t t t= − +  при значеннях 1νm , 

наведених у табл. 1. 
Таблиця 1 

1νm  
1

( )F fν−
Ω  

1
( )F fν+

Ω  
1

( )H fν−
Ω  

1
( )H fν+

Ω  

0,173 6,234144E–2+ 
+9,653876jE–2 

6,234144E–2– 
–9,65388jE–2 –3,41973E–2 1,588802E–1 

0,435 4,89708E–2+ 
+1,000993jE–1 

4,89708E–2+ 
+1,00099jE–1 –5,112853E–2 1,490701E–1 

0,577 2,598083E–2+ 
+5,37760jE–2 

2,598083E–2– 
–5,37760jE–2 –2,77951E–2 7,975679E–2 

Наведені в табл. 1 результати обчислення інтегралів 
1
\ ( )F H fνΩ

m
 

задовольняють вимогам (10), (11) і, таким чином, підтверджують 
справедливість наслідків 1, 2. 

Тестовий приклад 2. У табл. 2 наведені результати обчислення інтегралів 

1
\ ( )F H fνΩ

m

%  для функції 2( ) exp ( ) sin ( π π / 7)f t t t= − + −  

0,37sin ( π / 3 π / 5)j t − +   при значеннях 1νm , наведених у табл. 2. 
Таблиця 2 

1νm  
1
( )F fν−

Ω%  
1
( )F fν+

Ω%  
1
( )H fν−

Ω%  
1
( )H fν+

Ω%  

0,173 8,11547E–2+ 
5,251929+jE–2 

4,352818E–2– 
–1,40558jE–1 

4,411973E–2– 
–2,52062jE–2 

1,5888E–1– 
–6,28327jE–2 

0,435 597072E–2+ 
+8,842455jE–2 

3,82343E–2– 
–1,11774jE–1 

–5,11285E–2– 
–9,38223jE–4 

1,4907E–1– 
–2,24112jE–2 

0,577 2,970907E–2+ 
+5,03467jE–2 

2,22526E–2– 
–5,72052jE–2 

–2,77951E–2+ 
+2,98957jE–4 

7,97568E–2– 
–7,15751jE–3 

Наведені у табл. 2 результати обчислення інтегралів 
1
\ ( )F H fνΩ

m

%  

задовольняють вимогам (12), (13) і, таким чином, підтверджують 
справедливість наслідків 3, 4. 

Висновки. 1. Сформульована і доведена теорема, яка встановлює зв’язок 
між інтегралами &F H  у випадку неперіодичної функції (6). 
2. Сформульована і доведена теорема, яка встановлює зв’язок між інтегралами 

&F H  у випадку фінітної функції (9). 3. Наведені наслідки до теореми 2, (10) – 
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(13), які важливі для практичного застосування теореми 2. 4. Наведені тестові 
приклади, які підтверджують отримані теоретичні твердження. 

Перспективи досліджень у даному напрямку автор вбачає у застосуванні 
наведених теорем при подальшій розбудові інструментарію інформаційних 
технологій у базисах &F H  [1], [2]. 
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The theorems establishing interrelation between integrals of Fourier and integrals of Hartley for 
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