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Рассматривается проблема поддержки принятия решений при выборе (построении) 

модели анизотропии на примере задачи исследования связанных термоупругих процессов в 
неоднородных анизотропных средах. Предлагается подход, основанный на выделении 
подзадач структурного и параметрического синтеза, первая из которых решается 
эволюционными методами, а вторая – методами решения обратных задач математической 
физики. Ил.: 1. Библиогр.: 14 назв. 
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Постановка проблемы. Математическое и компьютерное 
моделирование являются одними из наиболее эффективных 
инструментов исследования физических (в том числе и 
термомеханических) процессов, протекающих в сложных 
(неоднородных, анизотропных, композитных) средах, что актуально для 
решения практических задач, возникающих при разработке изделий 
различных отраслей машиностроения. При этом научную и 
практическую значимость имеет не только совершенствование 
математического аппарата  решения динамических начально-краевых 
задач термомеханики, но и разработка методологии построения модели 
термомеханики, используемой при проведении чиленных расчетов.  

Основная проблема построения компьютерной модели заключается 
в необходимости удовлетворения двум подчас противоречащим друг 
другу требованиям: адекватности модели исследуемому процессу и 
простоте модельного описания, позволяющей строить эффективные 
вычислительные алгоритмы решения поставленных задач.  

Анализ литературы. В рамках рассматриваемой проблематики 
можно выделить два основных направления исследований. Первое 
направление связано с определением характеристик неоднородной 
анизотропной термоупругой среды, входящих в уравнения модели в 
качестве коэффициентов (характеристик) [1 – 3]. Возникающие при этом 
коэффициентные обратные начально-краевые задачи для 
дифференциальных уравнений, как правило, являются классически (по 
Ж. Адамару) некорректными. Сложность такого рода задач приводит к 
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тому, что эффективные алгоритмы решения разработаны, в основном, 
для одномерных задач с небольшим числом искомых характеристик [4, 
5], хотя общие подходы были развиты и для трехмерных задач с большим 
числом искомых характеристик [6], в том числе и для сложных 
реологических и композитных сред [7 – 9]. В рамках второго 
направления исследований проблема построения адекватной 
компьютерной модели термоупругости связывается с определением 
совокупности термомеханических эффектов, которые следует учесть при 
решении определенного класса задач. Инструментарий исследований в 
этом направлении составляют методы теории принятия решений, 
применяемые для выбора наиболее подходящей модели из заданного 
класса моделей или для сокращения множества выбора [10, 11]. 
Комбинированный подход, предложенный в [12], предполагает сочетание 
методов теории коэффициентных обратных задач и методов теории 
принятия решений для структурно-параметрического синтеза моделей 
термоупругости, что связано с определенными сложностями его 
применения и, как следствие, использование этого подхода для решения 
частных задач построения (выбора) моделей термомеханики.    

Целью настоящей работы является разработка процедуры 
применения комбинированного структурно-параметрического подхода 
для поддержки принятия решений при выборе модели анизотропии 
термоупругой среды. 

Моделирование термомеханических процессов. Математическую 
модель процесса можно представить в виде: M = <S, C>, где S – 
структура модели, учитывающая вид и взаимосвязи между входящими в 
модель соотношениями, а C – параметры модели, представляющие собой 
коэффициенты (в данном случае зависящие от пространственных 
координат) этих соотношений.   

Под действием термосиловых нагружений (в том числе массовых 
сил и тепловых источников, имеющих распределения Fi , i = 1, 2, 3 и F0, 
соответственно) в неоднородной анизотропной термоупругой среде 
возникают перемещения ui (i = 1, 2, 3), деформации eij (i, j = 1, 2, 3), 
напряжения σĳ (i, j = 1, 2, 3), тепловые потоки qi (i = 1, 2, 3), а также 
может произойти изменение температуры θ. Все эти величины в 
дальнейшем полагаются достаточно гладкими функциями декартовых 
пространственных координат x = (x1, x2, x3) и времени t. В качестве 
модели, описывающей анизотропию общего вида, будем использовать 
модель обобщенной термомеханики [13] (обобщенный закон Фурье, 
уравнение теплового баланса, уравнения движения (равновесия), 
соотношения Коши и обобщенный закон Дюамеля-Неймана): 
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0, =θ++τ jijii Kqq& ,     00, feTqC ijijjjv =β++θ && ,      ijiji fu =σ−ρ ,&& , 

02/),,( =+− ijjiij uue ,   0=θβ+−σ ijklijklij eC ,     i, j, k, l = 1, 2, 3. 

При записи соотношений термоупругости использовались 
общепринятые обозначения характеристик среды: τ – время релаксации 
теплового потока; Кij (i ,j = 1, 2, 3) – коэффициенты теплопроводности 
анизотропной среды; Сν – удельная теплоемкость при постоянной 
деформации; βĳ (i, j = 1, 2, 3) – коэффициенты термического объемного 
расширения; Сĳkm (i, j, k, m = 1, 2, 3) – изотермические коэффициенты 
жесткости анизотропной среды; ρ – плотность. Точки над величинами 
означают частные производные по времени t, индекс после запятой – 
частную производную по соответствующей пространственной 
координате. По повторяющемуся индексу производится суммирование. 

Анизотропия свойств среды общего вида (описываемая тензорами 
βĳ, Сĳkm, Кij) с учетом симметрии тензоров характеризуется 33 
независимыми величинами (функциями пространственных переменных). 
Например, в случае неотропии (наличия одной плоскости симметрии) 
число характеристик анизотропии сокращается до 21. Ортотропия 
(наличия трех плоскостей симметрии), монотропия (наличие одного 
выделенного направления) и изотропия (отсутствие выделенных 
направлений) требуют для своего описания 15, 7 и 4 характеристик 
соответственно. Для представления используемой модели анизотропии 
будем использовать бинарный вектор модели æ, компоненты которого æi 
(i = 5, …, 33) принимают значение 1, если соответствующая 
характеристика анизотропии является независимой и 0 в противном 
случае. Ограничившись рассмотрением только ортотропных сред, можно 
уменьшить размерность вектора модели до 11 компонент (i = 5, …, 15). 
Аналогичные возможности имеются в случаях априорных 
предположений относительно других типичных видов анизотропии. 

Таким образом, при выборе более простой модели анизотропии 
число характеристик среды, требуемых для моделирования 
термомеханических процессов, значительно уменьшается. 

Структурный синтез модели термомеханики. Предполагается, что 
наиболее полная из рассматриваемых моделей, соответствующая набору 
коэффициентов æi = 1 (i = 1, …, n), модель М1 является адекватной. 
Предполагается также, что проверка адекватности произвольной модели 
М* из рассматриваемого класса, может быть сведена к проверке 
выполнения заданной точности аппроксимации решений, полученных на 
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основе М 1, решениями, полученными на основе М*. с использованием 
процедуры, аналогичной [12]: 

1) генерируется набор тестовых задач Т1, Т2, …, ТV, решениями 
которых в рамках модели М*, будут функции {ui , eij, σĳ, qi, θ }v (i, 
j =1, 2, 3; v = 1, …, V); 

2) полученные решения подставляются в соотношения, 
соответствующие модели М 1, и вычисляются невязки;  

3) полученные невязки приводятся к безразмерному виду и 
нормируются, после чего невязки умножаются на весовые коэффициенты 
(найденные в результате обработки экспертных оценок), а затем для 
модели М* определяется средняя (по набору тестовых задач) невязка δ*; 

4) проверяется выполнение для полученной средней невязки δ* 
ограничения, обеспечивающего заданную допустимую точность 
аппроксимации δε :  δ*≤ δε . 

Сложность использования модели можно оценить по значению 
вектора æ. Однако учет разных моделей анизотропии не одинаков по 
сложности и зависит от особенностей процесса, типа решаемой задачи и 
используемого метода ее решения, а также требуемой точности решения. 
Поэтому в качестве критерия сравнительной сложности модели 
предлагается использовать взвешенную сумму компонент вектора æ. 

Выбор (одной или нескольких) наиболее удобных для 
использования моделей целесообразно производить, основываясь на 
процедуре генетической селекции, поскольку она позволяет эффективно 
находить удовлетворительные решения многоэкстремальных 
оптимизационных задач большой размерности и обладает возможностью 
использования параллельных вычислений, что отвечает перспективным 
тенденциям развития компьютерных технологий. Для селекции моделей 
предлагается следующая (основанная на стандартном генетическом 
алгоритме [14]) процедура (рис.): 

1) кодирование моделей в виде бинарных хромосом, определяемых 
коэффициентами æi (i = 1, …, n) и построение начальной популяции 
моделей, случайным выбором из класса моделей; 

2) построение нормализованной функции приспособленности на 
основе критерия сложности;  

3) оценка популяции, после чего: либо формирование новой 
популяции на основе применения генетических алгоритмов, либо 
формирование множества селеционных моделей, часть которых 
(прошедших проверку на удовлетворение адекватности) составляют 
множество выбора. Множество выбора, как правило, включает в себя 3 – 
5 моделей, после чего окончательный выбор производится лицом, 
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принимающим решение, на основе своих (обычно интуитивных) 
предпочтений. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. Схема процедуры селекции 

Как и любой эвристический метод случайного поиска, предлагаемая 
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оптимального решения, но представляется более эффективной, чем 
гарантирующий точное решение метод полного перебора.  

Параметрический синтез модели термомеханики. На 
предыдущем этапе предполагалось, что коэффициенты уравнений 
термомеханики являются известными константами, что соответствует 
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параметрического синтеза состоит в уточнении модели за счет 
допущения возможной зависимости свойств среды  от пространственных 
координат. Нахождение этой зависимости по результатам измерения на 
поверхности тела отдельных характеристик специальным образом 
инициированных в рассматриваемом теле термомеханических процессов 
представляет собой коэффициентную обратную задачу для уравнений 
термомеханики. Такого рода некорректные по Ж.Адамару задачи 
рассмотрены, в частности, в [1 – 3].  

Выводы. Предложенный подход к построению математических 
моделей взаимосвязанных физических процессов (рассмотренный на 
примере задач термомеханики), основанный на разделении этапов 
стркутурного и параметрического синтеза, позволяет учесть при 
моделировании анизотропию среды распространения процессов. Однако 
его реализация представляет собой достаточно трудоемкую процедуру 
(являющуюся основным результатом работы), которая оправдана в 
случае дальнейшего многократного использования моделей для решения 
однотипных задач в рамках автоматизации научных исследований. 
Вычислительные эксперименты, проведенные с использованием 
разработанного исследовательского прототипа системы поддержки 
принятия решений по выбору модели, свидетельствуют об 
эффективности предложенного подхода.  
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