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УДК 621.391: 517. 518:510.52 
 
В.М. УДОВИЧЕНКО, канд. техн. наук, НТУ ”ХПІ”, (м. Харків) 
 
ВЗАЄМОЗВ’ЯЗОК ТРИВИМІРНИХ ІНТЕГРАЛІВ 
ФУР’Є ТА ХАРТЛІ ДЛЯ ФІНІТНИХ ФУНКЦІЙ 

 
Сформульована та доведена теорема, що встановлює взаємозв’язок між тривимірними 
інтегралами Фур’є та Хартлі для фінітних функцій. Ця теорема є узагальненням відповідних 
теорем, які встановлюють взаємозв’язок між операторами обчислення дискретних та дискретно-
неперервних тривимірних перетворень Фур’є та Хартлі. 
 
The theorem establishing interrelation between integrals of Fourier and integrals of Hartley for limited 
function is formulated and proved. This theorem is generalisation of the corresponding theorems, estab-
lishing interrelation between operators of calculations of discrete and discrete-continuous transforma-
tion of Fourier and transformation of Hartley. 
 

Проблема, яку ми розв’язуємо в даній статті, полягає в доповнені ін-
струментарію інформаційних технологій у базисах Фур’є та Хартлі (скороче-
но &F H ) [1, 2] теоремою, яка встановлює взаємозв’язок між тривимірними 
інтегралами &F H  для фінітних функцій. Ця теорема є узагальненням відпо-
відних теорем, які були раніше сформульовані для операторів обчислення 
тривимірних перетворень &F H  і потрібна для подальшої розбудови інстру-
ментарію інформаційних технологій у базисах & .F H  Тому проблема є акту-
альною. 

У літературі, присвяченій застосуванню перетворень & ,F H  основними 
напрямками досліджень є теоретичні аспекти перетворень &F H  та їх засто-
сування для вирішення практичних задач обробки сигналів [3 – 6], порівнян-
ня швидких алгоритмів дискретних перетворень &F H  [7], створення бага-
товимірних варіантів дискретних перетворень &F H  [8], але відсутня теоре-
ма, що встановлює взаємозв’язок між тривимірними інтегралами &F H  для 
фінітних тривимірних функцій. 

Метою роботи є формулювання та доведення теореми, що встановлює 
взаємозв’язок між тривимірними інтегралами &F H  для фінітних тривимір-
них функцій з метою подальшого її застосування для розбудови інструмента-
рію інформаційних технологій в базисах &F H  . 

Побудова теореми, що встановлює взаємозв’язок між тривимірними ін-
тегралами & ,F H  для фінітних тривимірних функцій. Не зменшуючи загаль-
ності ми вважаємо, що носій фінітних тривимірних функції ( , , )f x y z , 

[ ] 3supp ( , , ) , ,f x y z D D π π= = − . Відомо [4, 6], прямі тривимірні перетво-
рення F & H  фінітної, абсолютно інтегрованої функції ( , , )f x y z , 
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[ ] [ ]Re ( , , ) , Im ( , , ) ( )f x y z f x y z C D∈  (С – множина комплексних функцій 
дійсного аргументу. Умова V), можуть бути представлені у вигляді: 

[ ]
[ ]

\
ρ,σ, τ

exp 2π (ρ σ τ )
( ) ( , , ) ,

2π (ρ σ τ )
F H j x y z

f d f x y z dx dy dz
cas x y z

π π π

π π π− − −

 − + + Ω =  
+ +  

∫ ∫ ∫  (1) 

де \F H – скорочення “Фур’є або Хартлі”, (ρ , σ, τ) ,∈ℜ ℜ – множина дійс-

них чисел, 3(α) cos (α) sin (α) , 1/ (8π ) , 1cas d j= + = = − . 

Представимо ℜ  у вигляді: 0+ −ℜ =ℜ ℜ ℜU U , де +ℜ – підмножина 

ℜ , множина додатніх дійсних чисел. −ℜ – підмножина ℜ , множина 
від’ємних дійсних чисел. Введемо позначення: 

0
1 1 1 1 1 1 0 0 0{γ , μ , λ } , {γ ,μ , λ } , {γ ,μ , λ } .− +

− − − + + +∈ℜ ∈ℜ ∈ℜ  (2) 
Хай виконуються умови: 

1 1 1 1 1 1γ γ , μ μ , λ λ .+ − + − + −= − = − =−   (3) 
З урахуванням (2), (3) представимо елементи (1) у вигляді: 

1 1 1
\

γ , μ , λ ( ) ( , , )F H f d f x y z
π π π

π π π− − −

Ω = ×∫ ∫ ∫m m m
 

1 1 1

1 1 1

exp 2π ( γ μ λ )
,

2π ( γ μ λ )

j x y z
dx dy dz

cas x y z

  − + +  × 
 + +   

m m m

m m m

 (4) 

1 1 0
\

γ , μ , λ ( ) ( , , )F H f d f x y z
π π π

π π π− − −

Ω = ×∫ ∫ ∫m m
 

1 1

1 1

exp 2π ( γ μ )
,

2π ( γ μ )

j x y
dx dy dz

cas x y

  − +  × 
 +   

m m

m m

 (5) 

1 1 1
\

γ , μ , λ ( ) ( , , )F H f d f x y z
π π π

π π π
±

− − −

Ω = ×∫ ∫ ∫m m
 

1 1 1

1 1 1

exp 2π ( γ μ λ )
,

2π ( γ μ λ )

j x y z
dx dy dz

cas x y z

±

±

  − + +  × 
 + +   

m m

m m

 (6) 

1 0 1
\

γ , μ , λ ( ) ( , , )F H f d f x y z
π π π

π π π− − −

Ω = ×∫ ∫ ∫m m
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1 1

1 1

exp 2π ( γ λ )
,

2π ( γ λ )

j x z
dx dy dz

cas x z

  − +  × 
 +   

m m

m m

 (7) 

1 0 0

1\
γ , μ , λ

1

exp( 2π γ )
( ) ( , , ) ,

( 2π γ )
F H j x

f d f x y z dx dy dz
cas x

π π π

π π π− − −

− 
Ω =  

  
∫ ∫ ∫m

m

m

 (8) 

1 0 1
\

γ , μ , λ ( ) ( , , )F H f d f x y z
π π π

π π π
±

− − −

Ω = ×∫ ∫ ∫m
 

1 1

1 1

exp 2π ( γ λ )
,

2π ( γ λ )

j x z
dx dy dz

cas x z

±

±

  − +  × 
 +   

m

m

 (9) 

1 1 1
\

γ , μ , λ ( ) ( , , )F H f d f x y z
π π π

π π π
±

− − −

Ω = ×∫ ∫ ∫m m
 

1 1 1

1 1 1

exp 2π ( γ μ λ )
,

2π ( γ μ λ )

j x y z
dx dy dz

cas x y z

±

±

  − + +  × 
 + +   

m m

m m

 (10) 

1 1 0
\

γ , μ , λ ( ) ( , , )F H f d f x y z
π π π

π π π
±

− − −

Ω = ×∫ ∫ ∫m
 

1 1

1 1

exp 2π ( γ μ )
,

2π ( γ μ )

j x y
dx dy dz

cas x y

±

±

  − +  × 
 +   

m

m

 (11) 

1 1 1
\

γ , μ , λ ( ) ( , , )F H f d f x y z
π π π

π π π
± ±

− − −

Ω = ×∫ ∫ ∫m
 

1 1 1

1 1 1

exp 2π ( γ μ λ )
,

2π ( γ μ λ )

j x y z
dx dy dz

cas x y z

± ±

± ±

  − + +  × 
 + +   

m

m

 (12) 

0 1 1
\

γ , μ , λ ( ) ( , , )F H f d f x y z
π π π

π π π− − −

Ω = ×∫ ∫ ∫m m
 

1 1

1 1

exp 2π ( μ λ )
,

2π ( μ λ )

j y z
dx dy dz

cas y z

  − +  × 
 +   

m m

m m

 (13) 
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0 1 0

1\
γ , μ , λ

1

exp ( 2π μ )
( ) ( , , ) ,

( 2π μ )
F H j y

f d f x y z dx dy dz
cas y

π π π

π π π− − −

− 
Ω =  

  
∫ ∫ ∫m

m

m

 (14) 

0 1 1
\

γ , μ , λ ( ) ( , , )F H f d f x y z
π π π

π π π
±

− − −

Ω = ×∫ ∫ ∫m
 

1 1

1 1

exp 2π ( μ λ )
,

2π ( μ λ )

j y z
dx dy dz

cas y z

±

±

  − +  × 
 +   

m

m

 (15) 

0 0 1

1\
γ , μ , λ

1

exp( 2π λ )
( ) ( , , ) ,

( 2π λ )
F H j z

f d f x y z dx dy dz
cas z

π π π

π π π− − −

− 
Ω =  

  
∫ ∫ ∫m

m

m

 (16) 

Для подальшого застосування наводимо пряму та обернену теореми 
Удовиченка В.М. [9, 10]: 

1 1exp( α) (α) ( α) , α
2 2

j jj cas cas±   ± = + − ∈ℜ   
   

m . (17) 

1 1( α) exp( α) exp( α) , α .
2 2

j jcas j j±   ± = + − ∈ℜ   
   

m  (18) 

Теорема. (Удовиченко В.М.). Для інтегралів \ ( ) ,
k

F H fϕΩ  

\ ( ) , 1, 13,
k

F H f kψΩ =  де: 

, ,1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 0 2 1 1 0( γ ,μ ,λ ) (γ , μ , λ ); (γ ,μ ,λ ) (γ ,μ ,λ );ϕ ψ ϕ ψ± ± ± ± ±= = = =m m m m m  
, ,3 1 1 1 3 1 1 1 4 1 0 1 4 1 0 1(γ ,μ ,λ ) (γ ,μ ,λ ); (γ ,μ ,λ ) ( γ ,μ ,λ );ϕ ψ ϕ ψ± ± ± ± ±= = = =m m m m m  

, ,5 1 0 0 5 1 0 0 6 1 0 1 6 1 0 1(γ ,μ ,λ ) ( γ ,μ ,λ ); (γ ,μ ,λ ) (γ ,μ ,λ );ϕ ψ ϕ ψ± ± ±= = = =m m m  
, ,7 1 1 1 7 1 1 1 8 1 1 0 8 1 1 0(γ ,μ ,λ ) (γ ,μ , ); (γ ,μ , ) (γ ,μ , );ϕ ψ λ ϕ λ ψ λ± ± ± ± ±= = = =m m m m m  
, ,9 1 1 1 9 1 1 1 10 0 1 1 10 0 1 1(γ ,μ , ) (γ ,μ , ); (γ , μ , ) (γ ,μ , );ϕ λ ψ λ ϕ λ ψ λ± ± ± ± ±= = = =m m m m m  

, ,11 0 1 0 11 0 1 0 12 0 1 1 12 0 1 1( γ ,μ , ) (γ ,μ , ); (γ ,μ , ) (γ ,μ , );ϕ λ ψ λ ϕ λ ψ λ± ± ±= = = =m m m  
,13 0 0 1 13 0 0 1( γ , μ , ) (γ , μ , );ϕ λ ψ λ±= =m  

виконується наступне: 
1 1( ) ( ) ( ) , 1, 13.

2 2k k k
F H Hj jf f f kϕ ϕ ψ

− +   Ω = Ω + Ω =   
   

 (19) 

1 1( ) ( ) ( ) , 1, 13.
2 2k k k

H F Fj jf f f kϕ ϕ ψ
+ −   Ω = Ω + Ω =   

   
 (20) 

Доведення виконується шляхом застосування до ( )
k

F fϕΩ , 

( ) , 1, 13,
k

H f kψΩ =  які визначені у (4) – (16), теорем (17), (18). 
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Хай \ ( ) , 1, 13
k

F H f kϕΩ = – значення інтегралів \F H , які ми отримуємо 

при обчислені дійсних функцій ( , , )f o o o , \ ( ) , 1, 13
k

F H f kϕΩ =% – значення інте-

гралів \F H , які ми отримуємо при обчислені комплексних функцій дійсно-
го аргументу ( , , )f o o o . Функції ( , , )f o o o  задовольняють умову V . 

Наслідок 1. Для інтегралів Фур’є ( ) , 1, 13
k

F f kϕΩ = , які ми обчислюємо 

через інтеграли Хартлі ( ) , ( ) , 1, 13
k k

H Hf f kϕ ψΩ Ω =  безпосередньо із (19) 

отримуємо: 

{ }( ) ( ) ( ) ( ) ( ) / 2, 1, 13.
k k k k k

F H H H Hf f f j f f kϕ ϕ ψ ψ ϕ
   Ω = Ω +Ω ± Ω −Ω =      

 (21) 

Наслідок 2. Для інтегралів Хартлі ( ) , 1, 13
k

H f kϕΩ = , які ми обчислюємо 

через інтеграли Фур’є ( ) , ( ) , 1, 13
k k

F Ff f kϕ ψΩ Ω =  безпосередньо із (20) з ура-

хуванням (21) отримуємо: 

( ) Re ( ) Im ( ) , 1, 13.
k k k

H F Ff f f kϕ ϕ ψ
   Ω = Ω ± Ω =      

 (22) 

 
Табл. 1. Обчислені значення інтегралів (4), (6) 

 
1 

1 1 1, , ( )F fν µ λ− − −
Ω  –4,06386E–3– 

–7,736615jE–3 
2 

1 1 1, , ( )H fν µ λ− − −
Ω  3,672754E–3 

3 
1 1 1, , ( )F fν µ λ+ + +

Ω  –4,06386E–3+ 
+7,736615jE–3 

4 
1 1 1, , ( )H fν µ λ+ + +

Ω  –1,18005 E–2 

5 
1 1 1, , ( )F fν µ λ− − +

Ω  1,424348E–5+ 
+3,015994jE–4 

6 
1 1 1, , ( )H fν µ λ− − +

Ω  –2,87356E–4 

7 
1 1 1, , ( )F fν µ λ+ + −

Ω  1,424348E–5– 
–3,015994jE–4 

8 
1 1 1, , ( )H fν µ λ+ + −

Ω  3,158429E–4 

 
Тестовий приклад 1. У табл.1 – результати обчислення інтегралів (4), (6) 

при значеннях 1γ 0,173,± =  1μ 0,377 ,± =  1λ 0,513± =  для функції 
2( , , ) exp ( ) sin π ( ) π / 7f x y z x y z x y z   = − + + + + +   .  

Наслідок 3. Для інтегралів Фур’є ( ) , 1, 13
k

F f kϕΩ =% , які ми обчислюємо 

через інтеграли Хартлі ( ) , ( ) , 1, 13
k k

H Hf f kϕ ψΩ Ω =% %  безпосередньо із (19) 

отримуємо:  



 151

[ ]( ) ( ) ( ) / 2, 1,13
k

F f a b c d j b a d c kϕΩ = ± + + + ± =% m m , (23) 

де 

Re ( ) , Im ( ) , Re ( ) , Im ( ) , 1,13.
k k k k

H H H Ha f b f c f d f kϕ ϕ ψ ψ
       = Ω = Ω = Ω = Ω =              

% % % %  

Наслідок 4. Для інтегралів Хартлі ( ) , 1, 13
k

H f kϕΩ =% , які ми обчислюємо 

через інтеграли Фур’є ( ) , ( ) , 1, 13
k k

F Ff f kϕ ψΩ Ω =% %  безпосередньо із (20) отри-

муємо: 

[ ]( ) ( ) ( ) / 2,
k

H f a b c d j b a d cϕΩ = + ± + ± +% m m 1,13k = , (24) 

де Re ( ) , Im ( ) , Re ( ) , Im ( ) , 1,13.
k k k k

F F F Fa f b f c f d f kϕ ϕ ψ ψ
       = Ω = Ω = Ω = Ω =              

% % % %  

Тестовий приклад 2. У табл. 2 – результати обчислення інтегралів (4), 
(6) при значеннях 1γ 0,173,± =  1μ 0,377 ,± =  1λ 0,513± =  для функції 

{2( , , ) exp ( ) sin π ( ) 0,37f x y z x y z x y z j   = − + + + + − ×    

}sin ( π / 3) ( ) π / 7x y z × + + +  . 

 
Табл. 2. Обчислені значення інтегралів (4), (6). 

 
1 

1 1 1, , ( )F fν µ λ− − −
Ω%  –5,09505E–3– 

–6,16615jE–3 
2 

1 1 1, , ( )H fν µ λ− − −
Ω%  3,672754E–3+ 

+5,39277JE–4 
3 

1 1 1, , ( )F fν µ λ+ + +
Ω%  –3,03267E–3+ 

+9,30708jE–3 
4 

1 1 1, , ( )H fν µ λ+ + +
Ω%  –1,18005E–2+ 

+2,60166jE–3 
5 

1 1 1, , ( )F fν µ λ− − +
Ω%  3,07704E–5+ 

+3,56134jE–4 
6 

1 1 1, , ( )H fν µ λ− − +
Ω%  –2,87356E–4+ 

+7,10612jE–5 
7 

1 1 1, , ( )F fν µ λ+ + −
Ω%  –2,28345E–6– 

–2,47065jE–4 
8 

1 1 1, , ( )H fν µ λ+ + −
Ω%  3,158429E–4+ 

+3,80073jE–5 
 
Наведені в табл. 1 і табл. 2 результати обчислення інтегралів (4), (6) за-

довольняють вимогам теореми, і, таким чином, підтверджують її справедли-
вість. 

Висновки. 1.Сформульована і доведена теорема (19), (20), яка встанов-
лює взаємозв’язок між тривимірними інтегралами &F H  у випадку фінітної 
функції. 2. Наведено наслідки (21) – (24) з теореми, які важливі для практич-
ного застосування (19), (20). 3. Наведено тестові приклади, які підтверджу-
ють отримані теоретичні твердження. 
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Перспективи досліджень у даному напрямку автор вбачає у застосу-
ванні наведеної теореми і наслідків (21) – (24), при подальшій розбудові ін-
струментарію інформаційних технологій у базисах &F H  [1], [2]. 

Зауваження. В роботі (11 с.155) з вини автора допущена помилка. На-
друковано: 

1

1 1exp( α) (α) ( α) , α ,
2 2

n

i i
i
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Повинно бути: 
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