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К ВОПРОСУ АНАЛИЗА И СИНТЕЗА ЭЛЕМЕНТОВ
БИОМЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Запропоновано методи для об'ємного моделювання операцій ендопротезування опорно-рухового
апарата та хребта, розрахунків міцності та жорсткості протезованих елементів та наслідків опе-
рації для вибору оптимальної схеми операції та параметрів протезів.

The development of methods for the volumetric modelling of endoprosthetic operations on the locomo-
torium and spine, postoperative complications is proposed, for determination of prosthetic elements
strength and rigidity and for choosing of optimum operative scheme and prosthetic parameters taking
into account postoperative complications.

1. Состояние вопроса.
В настоящее время повышения эффективности оперативного вмешатель-

ства для протезирования опорно-двигательного аппарата сдерживается отсут-
ствием средств предоперационного моделирования самой операции, расчетов
прочности и жесткости элементов, а также прогнозирования поведения опор-
но-двигательного аппарата после операции в реальных условиях жизнедея-
тельности человека. В то же время растет потребность в таких операциях во
всем мире. Это приводит к необходимости разрабатывать принципиально но-
вые схемы операций. Параметры протезов и схема оперативного вмешатель-
ства при этом отрабатываются на протяжении продолжительного времени [1].
В то же время при этом достаточно сложно производить учет индивидуаль-
ных особенностей пациента.

Все эти проблемы может устранить компьютерное объемное параметри-
ческое моделирование, которое использует методы, алгоритмы и программ-
ное обеспечение моделирования элементов механических систем [3]. Подхо-
ды, которые используются для проектирования и расчетов напряженно-
деформированного состояния элементов сложных механических систем, по-
зволяют оперировать с объектами сложной формы, материал которых суще-
ственно неоднородный, анизотропный и имеет нелинейности физико-
механических характеристик.

Таким образом, приобретенный опыт моделирования и расчетов дает
возможность создать методы, алгоритмы и программное обеспечение для
глубокого и индивидуализированного моделирования, анализа последствий и
синтеза щадящих схем оперативного вмешательства. В то же время исследуе-
мые элементы биомеханических систем (ЭБМС) обладают специфическими
характеристиками формы, свойств материала, условий нагружения и сопря-
жения. Все это требует новых подходов к их моделированию и исследованию,
создания математических моделей физико-механических процессов, геомет-
рических пространственных моделей, а также определенного семейства чис-
ленных моделей исследуемых объектов.
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2. Постановка и формализация задачи.
Рассмотрим элементы сложных биомеханических систем как систему

взаимодействующих тел, поведение которой (математическая модель) описы-
вается в общем виде в операторной форме

L(u,P,f,t) = 0,                                                (1)
где L – некоторый оператор, структура и параметры которого зависят от

типа исследуемого явления, состава биомеханической системы, граничных
условий, нагрузки и условий сопряжения;

u – массив переменных состояния, относительно которых сформулиро-
вана задача, образующих пространство решений U;

PM – массив параметров (характеристики физико-механических свойств,
геометрические размеры, величины присоединенных масс, жесткости), со-
ставляющих параметрическое пространство PM;

fM – массив, характеризующий действующие на систему внешние нагруз-
ки (поверхностные, объемные, сосредоточенные нагрузки), составляющие
пространство нагрузок FM;

t – время или иной параметр, характеризующий исследуемое явление как
процесс.

В частности, для большинства случаев удобно сформулировать напряженно-
деформированное состояние в перемещениях. В этом случае ,)(
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которого элемента исследуемой системы (массивное тело) общее уравнение
(1) расписывается в виде системы уравнений (индексы )(. s

M
∗  опущены) в об-

ласти Ω, занимаемой телом [4-6]:
;2 ,, ijjiij uu +=ε     ;klijijklij C εε=σ     ,0, =+σ ijij f                        (2)

где σij, εij – компоненты тензоров напряжений и деформаций, связь меж-
ду которыми задается тензором упругих постоянных Cijkl;

if  – составляющая объемной нагрузки.
Соотношения (2) дополняются граничными условиями

( )riSi gu
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,                                    (3)

где Su, Sσ – части поверхности тела, на которых заданы геометрические и
силовые граничные условия;

ii fg ,  – заданные вектор-функции перемещений и поверхностных нагрузок.
В случае контактного взаимодействия тел p, q с гладкими поверхно-

стями на части поверхности Sc каждого тела добавляются условия непро-
никновения:
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где uν – составляющая перемещения по нормали ν к поверхности;
δ – начальный зазор в сопряжении тел.
Как известно [4-6], исходная задача (1)-(4) приводится к вариационной

задаче
,),,(),(

MMMMMM vvfvuL ∀=                                   (5)

где ML  – оператор краевой задачи внутри области Ω;
(*,* *) – соответствующая билинейная форма, или вариационному нера-

венству
,),,(),( GvuvfuvuL

MMMMMMMM ∈∀−≥−                   (6)
где G – множество, задаваемое ограничениями (4).
Вариационная задача (5) или неравенство (6) приводятся к проблеме ми-

нимизации функционала I(uM):
.min),(),(2/1)( →−=

MMMMM
ufuuLuI                    (7)

Для случая (5) ищется безусловный минимум, а для случая (6) – мини-
мум на множестве G в пространстве функций uM. Данный квадратичный
функционал состоит из квадратичной a(uM,uM) и линейной b(uM) форм. При
этом квадратичная форма в (7) представляет собой потенциальную энергию
деформации исследуемой системы, а линейная - работу внешних сил. Напри-
мер, для пространственной задачи теории упругости билинейная форма, по-
рождающая квадратичную составляющую (7), имеет вид:
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Для определения напряженно-деформированного состояния тел иссле-
дуемой системы, т.е. решения некоторой текущей задачи анализа, необходимо
или решить систему уравнений (2)-(3) (или неравенств (4) для случая кон-
тактного взаимодействия), или вариационное уравнение (5) (соответственно
неравенство (6)), или произвести минимизацию функционала (7).

 Соотношения (1-9) составляют математическую модель исследуемых
процессов в ЭБМС. Ставится задача выбора параметров *

Mp  этой систе-
мы, удовлетворяющих некоторой системе критериев. Поскольку специфи-
ка исследований элементов биомеханических систем состоит в том, что
уже решение задачи анализа представляет собой большую проблему (на-
пример, определение формы области Ω, в пределах которой формулирует-
ся начально-краевая задача; задание граничных условий; задание свойств
материалов и т.д.), то поставленная задача синтеза имеет на порядок
большую степень сложности. В связи с этим был предложен путь иссле-
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дования некоторых частных задач, анализ результатов решения которых
позволяет в дальнейшем переходить к решению поставленных задач для
более полных систем.

3. Модели и параметры эндопротезов
Параметрическая модель эндопротеза прежде всего характеризуется

свойствами материала и геометрическими параметрами. В частности, на
рис. 1 представлен пример эндопротеза из титана и набор соответствующих
параметров. В соответствие с требованиями прочности и жесткости все эти
параметры по сути являются искомыми на этапе разработки конструкции. Из
всего множества параметров для определенности были выбраны следующие
параметры: p1 – 0,5 высоты проточки, p2 – внутренний диаметр. Ниже приве-
дены результаты анализа чувствительности характеристик прочности и жест-
кости конструкции к изменению этих параметров.

        

   
Рисунок 1 – Эндопротез

4. Результаты численных исследований
На рис. 2 приведены графики, характеризующие зависимости макси-

мальных осевых перемещений эндопротеза и максимальных эквивалентных
напряжений от варьируемых параметров. Эти величины отнесены к аналогич-
ным, полученным при расчете полого цилиндра (внутренний диаметр – 17 мм,
внешний диаметр – 20 мм) под действием той же нагрузки.

Анализ зависимостей и картин распределения компонент напряжен-
но-деформированного состояния показывает, что наибольшее влияние на
прочностные и жесткостные характеристики оказывают все варьируемые
параметры.
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а)                                                                         б)

Рисунок 2 – Зависимости относительных максимальных осевых перемещений (а) и относи-
тельных максимальных эквивалентных напряжений от варьируемых параметров (б)

5. Заключение
Проведенный комплекс расчетных исследований позволяет переходить к

исследованию костно-металлических блоков, сегментов позвоночного столба,
биомеханических систем с керамическими компонентами, существенно со-
кратив подпространство варьируемых параметров, определяющих свойства
эндопротеза как составного элемента исследуемой системы. Это существенно
уменьшает объем вычислительных работ при исследовании всей системы.

В то же время остаются открытыми вопросы автоматизированного анализа и
синтеза биологических компонент исследуемых биомеханических систем. Вместе
с решением этого вопроса необходимо создать специализированный программ-
ный комплекс для генерирования моделей ЭБМС, их параметрического анализа и
решения задач для конкретных случаев эндопротезирования, что составляет пред-
мет дальнейших исследований по данной проблеме.
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