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О ВЫБОРЕ ТЕНЗОРОВ АНИЗОТРОПИИ ПРИ УТОЧНЕНИИ   
ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ УРАВНЕНИЙ МЕХАНИКИ  
ДЕФОРМИРУЕМОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА  ДЛЯ  
АНИЗОТРОПНЫХ МАТЕРИАЛОВ 
 

Проаналізована роль тензорів анізотропії в узагальнених визначальних співвідношеннях для 
нелінійного деформування анізотропних материалів. Розглянуті експериментальні дані для 
складного напруженого стану. Сформульовані практичні рекомендації. 
 
A role of the tensors of the anisotropy in the generalized constitutive equations of the nonlinear deforma-
tion for the anisotropic materials has been analyzed. The experimental data at the complex stress state 
conditions have been considered. Practical recommendations have been formulated.  

 
Введение. Как известно [1, 2], анизотропия механических свойств мате-

риалов обусловлена, прежде всего, особенностями их внутреннего строения. 
Материалы с закономерным внутренним (природным) или конструктивным 
строением, как правило, анизотропны. К первой группе сред относятся моно-
кристаллы, дерево, некоторые поликристаллические металлы при наличии 
преимущественных кристаллографических ориентировок и др. Вторую груп-
пу составляют слоистые и волокнистые композиционные материалы, метал-
локерамика, железобетон и др. 
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Если в упругом состоянии материал оказывается изотропным, то это еще 
не означает изотропию его свойств при неупругом деформировании. Другими 
словами, отсутствие анизотропии какой-либо одной из деформационных харак-
теристик не является гарантией изотропности других свойств. Поэтому законо-
мерности деформирования анизотропных материалов требуется изучать в их 
различных физических состояниях (упругость, пластичность, ползучесть). 

Проблеме уточнения определяющих уравнений для анизотропных сред в 
настоящее время уделяется первостепенное значение. В рамках феноменоло-
гического подхода для исследования зависимости деформационных характери-
стик анизотропного тела от вида нагружения необходимо изучить в базовых 
экспериментах деформирование некоторых стандартных образцов. При этом 
здесь возникает ситуация, более сложная по сравнению с изотропными среда-
ми. Для пояснения отметим, что при формулировке физического закона, отра-
жающего деформирование анизотропного тела, требуется, кроме полученной в 
опытах информации о связи между кинематическим и силовым факторами, 
учесть ориентацию используемых образцов в некоторой системе координат, 
связанной с рассматриваемым телом. Следовательно, очень важным обстоя-
тельством в случае анизотропных материалов является необходимость такого 
выбора образцов для испытаний, который позволяет изучить механические 
свойства исследуемого тела в различных его направлениях. При этом базовые 
эксперименты могут быть такими же, как и для изотропных материалов. 

Заметим, что для монокристаллов в связи с их кристаллографической 
структурой имеет место неодинаковость характеристик пластичности при 
растяжении и сжатии. Так для монокристаллов титана и его α -сплавов [2] 
рассматриваемый эффект связан с изменением механизмов пластической де-
формации в зависимости от ориентировки оси образца. Например, при растя-
жении вдоль кристаллографической оси <0001> основным механизмом де-
формации является двойникование в системе { 1210 } < 1110 >, а при растяже-
нии вдоль осей < 0110 > и < 0211 > – призматическое скольжение. При ком-
натной температуре предел текучести на растяжение в два раза выше при 
двойниковании, чем при скольжении. В случае сжатия вдоль тех же осей про-
является уже различие в 3.5 раза для аналогичных показателей. Различное 
сопротивление сжатию и растяжению наблюдается также у монокристаллов 
молибдена с ориентировками <100> и <111>. 

Для холоднокатаных и отожженных алюминиевых и стальных листов ус-
тановлено [2], что повышение степени обжатия при холодной прокатке от 10 
до 80% вызывает рост степени анизотропии материалов. При этом в случае 
сжатия анизотропия более существенна, чем при растяжении, поскольку, на-
пример, предел текучести в направлении прокатки на растяжение заметно 
выше, чем на сжатие. Пределы текучести алюминия и стали для каждого вида 
нагружения достигают наибольших значений в поперечном направлении лис-
тов, наименьших – в продольном. Низкотемпературный отжиг изменяет вели-
чину и характер анизотропии алюминиевых листов, а в случае стальных лис-
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тов приводит лишь к изменению величины, но не характера анизотропии. 
У металлов и сплавов с гексагональной решеткой (титановых, цирконие-

вых, магниевых, цинковых и др.), как и у рассмотренных выше холодноде-
формированных металлов, эффекты разносопротивляемости растяжению-
сжатию и анизотропии связаны прежде всего с ролью преимущественных 
кристаллографических ориентировок. Например, в работе [2] представлены 
зависимости пластической деформации от напряжения при растяжении и сжа-
тии образцов, ориентированных в трех главных направлениях в плите из 
сплава Циркалой-2, при трех уровнях температуры. Наблюдаемое поведение 
сплава может быть объяснено, исходя из свойств монокристалла при дефор-

мировании скольжением по системе {1010} < 0121 > в условиях растяже-
ния и двойникованием по {1012 } и {1122 } при сжатии. В итоге оказывает-
ся, что анизотропия более заметна для сжатия, чем для растяжения, причем 
значения пределов текучести на образцах, ориентированных по нормали к 
плите, превышают аналогичные показатели в плоскости плиты. 

Пределы текучести многих магниевых сплавов при сжатии приблизи-
тельно в два раза ниже, чем при растяжении, для образцов одинаковой ориен-
тации [2]. По-разному протекает также упрочнение материалов в условиях пла-
стического деформирования в зависимости от вида нагружения. Отмеченные 
обстоятельства объясняются кристаллографической текстурой магниевых спла-
вов, определяющей в испытаниях на сжатие деформирование преимущественно 
двойникованием, сопротивление которому примерно в два раза ниже, чем 
скольжению. Если же в каком-то направлении для анизотропного тела окажет-
ся, что скольжению предшествовало двойникование, то сопротивление дефор-
мированию уменьшается, и пределы текучести на растяжение и сжатие оказы-
ваются одинаковыми. Например, для одного из магниевых сплавов [2] предел 
текучести в продольном направлении поковки составляет 1772.0 =σ МПа (при 

растяжении) и 1182.0 =σc МПа (при сжатии), в поперечном – 1182.0 =σ МПа и 

1772.0 =σc МПа, 792.02.0 =σ=σ c МПа – в диагональном. 
Анализ диаграмм деформирования некоторых графитов [3] свидетельст-

вует об их существенной анизотропии и разносопротивляемости растяжению-
сжатию. При этом диаграммы на сжатие располагаются выше диаграмм на 
растяжение. Последнее обстоятельство может быть объяснено следующим 
образом. Рассматриваемые графиты представляют собой пористые крупно-
зернистые материалы, причем поры и микротрещины распределены по объе-
му материалов без определенной закономерности. Тогда при растяжении по-
ры могут раскрываться, а в условиях сжатия – закрываться. В итоге графиты 
проявляют большую податливость при растяжении, чем при сжатии, причем 
такая картина характерна для всех главных направлений анизотропии. 

Интересные закономерности деформирования наблюдаются у однона-
правленно армированных материалов с хрупкой основой. Типичным предста-
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вителем этих материалов является железобетон. При растяжении и сжатии 
последнего вдоль армирующих стальных волокон вся нагрузка воспринимает-
ся сталью, и деформирование железобетона, как правило, не зависит от вида 
нагружения [4]. Совершенно иная картина имеет место при растяжении и 
сжатии поперек армирующих волокон. В этом случае деформирование опре-
деляется самой основой, т.е. бетоном, который хорошо сопротивляется сжа-
тию и плохо – растяжению. В результате диаграмма железобетона для сжатия 
располагается заметно выше аналогичной диаграммы для растяжения [4]. 
Подчеркнем, что прочность железобетона в продольном направлении заметно 
выше, чем в поперечном. 

Для карбидокремниевых огнеупоров со связками из нитрида кремния, ок-
синитрида кремния и β -карбида кремния также характерны [5] существенная 
анизотропия и разносопротивляемость растяжению-сжатию при комнатной и 
повышенной (до 1673 К) температурах. Рассматривались образцы, ориентиро-
ванные по двум осям симметрии изделия, служащего моделью футеровки шахт 
доменных печей. Установлено, что огнеупоры хорошо сопротивляются сжатию 
и плохо – растяжению. Предел текучести в продольном направлении при сжа-
тии приблизительно в десять раз выше, чем при растяжении. 

У волокнистых и слоистых материалов разносопротивляемость растяже-
нию-сжатию определяется свойствами армирующей фазы и связующего, а 
также характером дефектов структуры (пор, микротрещин, несплошностей и 
т.п.) [6]. Например, трос или канат, состоящий из множества нитей, хорошо 
работает на растяжение и практически не работает на сжатие из-за потери 
устойчивости даже при малой его длине. При растяжении волокнистых или 
слоистых материалов волокна (слои) натягиваются, прижимаясь друг к другу, 
поэтому разного рода дефекты структуры закрываются и их влияние проявля-
ется слабее. В условиях сжатия волокна или слои выпучиваются в простран-
ство дефектов, вызывая раскрытие последних, в результате чего элементы 
структуры теряют устойчивость, и наступает преждевременное разрушение 
материала. Таким образом, слоистые или волокнистые материалы оказывают-
ся заметно прочнее при растяжении в определенных направлениях, чем при 
сжатии, а поэтому диаграммы их деформирования в продольном направлении 
в условиях растяжения располагаются заметно выше, чем в условиях сжатия. 
Прочность волокнистых и слоистых материалов при растяжении обычно вы-
ше в продольном направлении, а при сжатии – в поперечном. Поэтому диа-
граммы при сжатии в направлении, перпендикулярном слоям или волокнам, 
обычно находятся выше по сравнению с аналогичными диаграммами в усло-
виях растяжения. Рассмотренный характер деформирования установлен для 
стеклопластиков, органопластиков, базальтопластиков, углепластиков на тка-
невой основе или с двухосным или трехосным плетением волокон, компози-
тов волокна „Кевлар-эпоксидная смола”. 

Картина ползучести материалов еще более усложняется, если на их раз-
носопротивляемость растяжению-сжатию накладывается начальная анизотро-
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пия [1]. Причем, в упругом и пластическом состояниях образцы, вырезанные 
из прокатанного материала или из поковки, выполненных из сплавов на осно-
ве титана, магния, алюминия, циркония, обнаруживают изотропные характе-
ристики и одинаковые свойства при растяжении и сжатии. Однако поведение 
легких сплавов существенно меняется в отношении процесса ползучести: ма-
териалы – начально анизотропны и проявляют разные свойства на растяжение 
и сжатие. Так, например, удлинения при комнатной температуре образцов из 
титанового сплава, вырезанных из листа в продольном и поперечном направ-
лениях, в случае одного и того же напряжения и времени могут разниться в 
восемь раз [7]. Причем значения деформаций ползучести, определенных для 
образцов продольного направления, при растяжении в 20 раз превышают со-
ответствующие показатели при сжатии [7].  

2. Обобщенные определяющие уравнения. Разработке уточненных оп-
ределяющих уравнений нелинейного деформирования анизотропных мате-
риалов в литературе уделено значительно меньшее внимание по сравнению с 
изотропными материалами [8]. Это обусловлено в первую очередь сложно-
стью поставленной проблемы. Во многих подходах выполнен механический 
перенос теоретических положений, предложенных для изотропных материа-
лов. Очевидно, что для анизотропных сред должны быть разработаны свои 
определяющие уравнения, учитывающие их специфические особенности. 

В работе [9] предложена следующая связь между кинематическим тензо-
ром kle  и тензором напряжений klσ для анизотропных сред, деформационные 
характеристики которых зависят от вида нагружения 
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и следующее выражение для эквивалентного напряжения 
 

 1 2 3eσ = ασ + σ + γσ .                (2) 
Здесь 

1 ij ijbσ = σ ; 2
2 ijkl ij klaσ = σ σ ; 3

3 ijklmn ij kl mncσ = σ σ σ ,             (3) 
 

( ijb , ijkla , ijklmnc  – тензоры анизотропии; α , γ  – некоторые числовые коэф-

фициенты, учитывающие удельный вес нечетных инвариантов в выражении 
(2)). Скалярная функция 0e  в (1) зависит от эквивалентного напряжения (2) и, 
возможно, некоторых структурных параметров. Она конкретизируется для 
каждого физического состояния среды (упругость, пластичность, ползучесть). 

Рассмотрим некоторые частные физические соотношения для анизо-
тропных сред, вытекающие из зависимостей (1). Например, если в выражении 
для eσ  в (2) положить 0γ = , то вместо (1) имеем следующие тензорно-
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линейные уравнения 
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с использованием тензоров анизотропии второго и четвертого рангов. 
В случае, если принять 0α = , получаем такие тензорно-нелинейные 

зависимости 
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с использованием тензоров анизотропии четвертого и шестого рангов. 
Положив в (2)   0α = γ = , приходим вместо (1) к традиционным опреде-

ляющим уравнениям 
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использующим лишь квадратичный смешанный инвариант 2
2σ  и тензор ани-

зотропии четвертого ранга. 
3. Анализ роли тензоров анизотропии. Выполним сравнение теорети-

ческих результатов, полученных на основе приведенных выше физических 
уравнений, с экспериментальными данными при сложном напряженном со-
стоянии для различных анизотропных материалов с деформационными харак-
теристиками, зависящими от вида нагружения. 

Вначале рассмотрим графит [3], проявляющий ортотропию и разносо-
противляемость растяжению-сжатию. Результаты базовых испытаний на рас-
тяжение и сжатие в главных направлениях анизотропии 1 и 2 свидетельству-
ют о том, что деформации складываются из упругих ijэ  и пластических ijp  
составляющих, которые в общем случае определяются тензорно-нелинейной 
связью (1). В табл. 1, 2 представлены экспериментальные значения деформа-
ций в тонкостенных трубках из рассматриваемого графита, нагруженных 
сжимающим усилием и внутренним давлением. Здесь же приведены теорети-
ческие результаты, полученные на основе тензорно-линейных уравнений (4) и 
тензорно-нелинейных зависимостей (5). Видно вполне удовлетворительное 
совпадение теоретических и экспериментальных значений деформаций, не 
говорящее о существенных преимуществах тех или иных уравнений. 

Далее рассмотрим экспериментальные данные, относящиеся к ползуче-
сти сплава Д16Т при температуре 523 К [10]. Эксперименты проводились на 
образцах, изготовленных из прутка. В базовых одноосных испытаниях на рас-
тяжение и сжатие в главных осях анизотропии 1 (ось прутка) и 2 (окружное 
направление прутка) установлено, что рассматриваемый материал проявляет 
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при ползучести ортотропию и разносопротивляемость растяжению-сжатию. 
Теперь обратимся к результатам экспериментальных исследований ползуче-
сти рассматриваемого алюминиевого сплава при двухосном напряженном 
состоянии. Тонкостенные трубки нагружались внутренним давлением с одно-
временным приложением осевой растягивающей или сжимающей нагрузки.  

Таблица 1 
Расчеты по тензорно-линейным уравнениям 

 

Напряжения, 
МПа Деформация 103 

|е11| е22 |э11| э22 |р11| р22 |е11| е22 |σ11| σ22 эксперимент уравнения (4) 
2,76 32,34 0,80 3,40 1,10 2,80 0 1,00 1,10 3,80 
15,51 23,52 2,80 3,04 2,43 2,30 0,67 0,62 3,10 2,92 
16,82 25,57 3,10 3,40 2,60 2,50 0,80 0,80 3,40 3,30 
23,73 23,52 4,65 3,43 3,44 2,46 1,46 0,83 4,90 3,29 
24,22 23,52 4,85 3,43 3,50 2,47 1,52 0,84 5,02 3,31 

 
Таблица 2 

Расчеты по тензорно-нелинейным уравнениям 
 

Напряжения, 
МПа Деформация  103 

|е11| е22 |э11| э22 |р11| р22 |е11| е22 |σ11| σ22 эксперимент уравнения (5) 
2,76 32,34 0,80 3,40 0,87 2,77 0,15 1,07 1,02 3,84 
15,51 23,52 2,80 3,04 2,80 2,09 0,73 0,70 3,53 2,79 
16,82 25,57 3,10 3,40 3,06 2,25 0,90 0,86 3,96 3,11 
23,73 23,52 4,65 3,43 3,47 2,55 1,56 0,95 5,03 3,50 
24,22 23,52 4,85 3,43 3,52 2,56 1,62 0,97 5,14 3,53 

 
В табл. 3 помещены экспериментальные данные в виде скоростей осевых 

11η&  и окружных 22η&  деформаций на установившейся стадии ползучести при 
соответствующих значениях напряжений 11σ  и 22σ . Здесь же представлены 
теоретические значения скоростей деформаций ползучести, полученные на 
основе зависимостей (4) и (5), полагая ij ije ≡ η& . Учитывая заметный при пол-

зучести разброс экспериментальных данных, согласование теоретических и 
экспериментальных результатов можно считать удовлетворительным. При 
этом не выявлено существенных преимуществ тензорно-линейных или тен-
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зорно-нелинейных уравнений, и получена близость между собой соответст-
вующих результатов расчетов. 

  
Таблица 3 

Алюминиевый сплав Д16Т 
 

Напряжения, МПа Скорости деформаций ⋅ 103, ч–1 

11η&  22η&  11η&  22η&  11η&  22η&  
σ11 σ22 

эксперимент (4) (5) 
–109,8 54,9 –1,60 1,60 –0,93 0,91 –0,89 0,84 
–80,6 80,6 –0,92 1,38 –0,82 1,05 –0,78 1,01 

70 140 0 1,65 0,08 1,44 0 1,34 
–37,6 112,8 –0,79 1,59 –0,76 1,49 –0,73 1,47 
124 124 0,59 1,18 0,71 1,04 0,38 0,79 

 
Таким образом, в качестве рекомендации отметим, что при описании не-

линейного деформирования анизотропных материалов, характеристики кото-
рых зависят от вида нагружения, по крайней мере, при двухосном напряжен-
ном состоянии можно использовать тензорно-линейные уравнения (4), при-
влекающие только лишь тензоры анизотропии второго и четвертого рангов. 
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