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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ХОДЬБЫ С ПРОТЕЗОМ  
НА ФАЗЕ ПЕРЕНОСА 
 

Розглянуто динамічну модель ходи на протезі, яка містить пружні елементи, що дозволяють 
акумулювати енергію на одних фазах руху та віддавати її на інших. Модель складено як незамкну-
тий кінематичний ланцюг, для якого запропонований алгоритм автоматизованої побудови рівнянь 
Лагранжа другого роду у матричній формі. Використання запропонованого алгоритму дозволить 
обирати оптимальні параметри протезу із урахуванням антропометричних вимог індивіда. 
 
The dynamic model of ambulation on prosthetic appliance, which contains resilient elements allowing to 
accumulate energy at one phases of motion and give it at other phases, is considered. A model is made as 
kinematics chain for which the algorithm of the automated construction of Lagrangian equations of second 
type in matrix form is offered. The use of the offered algorithm will allow to change optimum parameters of 
prosthetic appliance with the account of anthropometric requirements of individual. 

 
Постановка задачи. Рассмотрим сначала динамическую модель ходьбы 

с протезом нижней конечности без упругих элементов с продольной жестко-
стью в бедре (т. е. при отсутствии в кинематической схеме кинематических 
пар поступательного типа). Динамическая модель ходьбы с протезом нижней 
конечности при учете движений отдельных частей тела человека (стопы, го-
лени, бедра, корпуса) на фазе переноса структурно соответствует модели ма-
нипулятора, представленного открытой (незамкнутой) кинематической цепью 
звеньев (см. рис. 1). Шарниры О3 и О4 соединяют различные пары звеньев и 
показаны на рис. 1 раздельно; на самом деле они совпадают, так как рассмат-
ривается плоская модель. 
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Динамический анализ такой цепи с большим количеством звеньев (п =7) 
отличается значительной сложностью и громоздкостью уравнений движения. 
Поэтому здесь целесообразно использовать методы автоматизированного 
построения уравнений динамики на ЭВМ. В частности, достаточно удобным 
является составление уравнений Лагранжа II рода в матричной форме. 

Пусть [ ] T
iiii zyxR 1,,,=  – вектор, определяющий положение произволь-

ной точки звена i в системе отсчета, жестко связанной с этим звеном. Так как 
нами рассматривается плоская задача, то 

[ ]T
iiii zyxR 1,,,= . Если матрица перехода от системы 

координат (i – 1)-го звена к системе i-го звена есть 
Аi (3×3), то можно связать радиусы и векторы одной и 
той же точки в системах i и i – 1: 

 

iii RAR =−1 .                                    (1) 
 

Матрицы перехода Аi для звеньев 1, 2, …, 5 и 7 
имеют одинаковый вид (2). Строение матрицы звена 6 
будет показано ниже. 

Пусть аi – длина i-го звена (расстояние между 
шарнирами); *

ix , *
iy  – координаты центра тяжести i-го 

звена в собственной системе координат; тi – масса 
звена; )(i

xxI , )(i
xyI , )(i

yxI , )(i
xxI  – элементы тензора инерции, вычисляемые для i-го 

звена относительно собственных осей. 
Матрица перехода Аi  (i = 1, 2, …, 5; 7) имеет вид: 
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Введем матрицы преобразования 
 

liiil AAAT ...21 ++= ;     i = 0, 1, …, п – 1;   l = 0, 1, …, 7; i < l.   (3) 
Отдельно обозначим 

Т0n = Т.      (4) 
 

Матрицей инерции называется матрица 
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Рис. 1. Динамическая 
модель ходьбы с  
протезом нижней  
конечности 
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Известно [1], что для цепи с вращательными парами 
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где kΩ  – матрица вида 
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Тогда вместо (7) получаем 
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или с учетом (3) 
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обозначим 
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Можно теперь записать 
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Потенциальная энергия i-го звена в поле сил тяжести: 
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*
0yPП ii = ,    (17) 

где iP  – сила тяжести звена i; *
0y  – координата центра тяжести звена I в сис-

теме отсчета 00 yx , связанной с основанием. В матричной записи 
 

*
0 ii

T
ii RTGmП = ,    (18) 

 

где *
iR  – матрица-столбец (вектор), первые два элемента которой есть декар-

товы координаты центра тяжести звена i в соответственной системе отсчета, 
связанной со звеном i , то есть 

[ ]Tiii yxR 1,, *** = ,    (19) 
 

[ ]0,,0 gGT −= ,    (20) 
 

где g – ускорение свободного падения. 
Суммарная потенциальная энергия системы 
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Обобщенную силу jQ  представим состоящей из трех слагаемых:  

1) активного момента jM  (вектор jM
r

 приложен к j-звену, записан в 
системе j и проходит через начало координат этой системы);  

2) упругого момента в сочленениях 
1,...,2,1,111 −=+−= ++− njqCqCM jjjjjj

y
j ,   (22) 

 

где jjC 1−  – жесткость на поворот в сочленении j – 1, j; в частности jjC 1−  мо-
жет быть нулем, так в соответствии с рис. 1 отличными от нуля являются же-
сткости С45, С56, С67;  

3) потенциального момента сил тяжести 
 

*

1

*

1

0
iij

n

i

T
ii

n

i i

iT
i

j

RuGmR
q
TGm

q
П ∑∑

==

=
∂
∂

=
∂
∂ ,      (23) 

*

1
111 iij

n

i

T
ijjjjjjjj RuGmqCqCMQ ∑

=
++− ++−= .           (24) 

 

Теперь уравнения Лагранжа II рода в матричной форме записываются в виде: 
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Рассмотрим модель с учетом передаточных функций в коленном сочле-
нении протеза. Представим звенья 5 и 6 в виде двух стержней, составляющих 
вращательную пару и имеющих переменные длины *

5a  и *
6a . Длина каждого 

из этих звеньев состоит из суммы, включающей постоянный и переменный 
члены, второй из которых зависит от механизма со-
членения и является функцией угла 6q  между осями 
звеньев 5 и 6: 

( ) ( ).,
,,

666655

66
*
655

*
5

qppqpp
paapaa

==
+=+=         (26) 

Очевидно, при таком представлении в левые 
части уравнений Лагранжа следует добавить допол-
нительные члены, связанные с учетом функций 

( )65 qp , ( )66 qp . 
Будем снабжать индексом «∗» обозначения 

матриц перехода и матриц преобразования, вклю-
чающих в свою конструкцию члены с 5p  и 6p . 
Имеем 

555
*
5 pApAA += , 

666
*
6 pApAA += ,           (27) 
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Отметим, что 
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С целью унификации формул (11)-(13), (16) для величин iku , ikju  запи-
шем для  i<6. 
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Здесь 6Ω  определяется выражением (9). Если для элемента с номером 6 
обозначить теперь 
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Рис. 2. Схема  

коленного сочленения в 
виде шарнирного  
четырехзвенника 
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то, очевидно, формулы (11)-(13) справедливы для всех элементов системы. 
Далее, так как теперь ( )666 qΩ=Ω , то вместо (16) следует записать 













>
≤<ΩΩ

=ΩΩ+
∂
Ω∂

−≤Ω

=Ω
∂
∂

=
∂
∂

=

−−−−

−−−−

−−

−−

.0
;

;

;1

11110

110110

11

110

ij
ijkTTT

kjTTT
q

T

kjTu

TT
qq

u
u

ijjjkkk

ikkkkik
k

k
k

ikkjk

ikkk
jj

ik
ikj         (32) 

Причем, если 6≠k , то 0=
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 и выражения (32) совпадают с (16), а 
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Наконец, при получении коэффициентов Лагранжа (25) следует учиты-
вать, что в рассматриваемом случае матрицы инерции (5) для звеньев 5 и 6 
будут переменными, так как координаты *

5x  и *
6x  центров тяжести звеньев 5 

и 6 являются переменными 
( )( )65

*
5

*
5 qpxx =  и ( )( )66

*
6

*
6 qpxx = .                (34) 

Указанное обстоятельство приводит к тому, что матрица инерции (5) бу-
дет, вообще говоря, зависеть от времени и из-за усложнения матричных выра-
жений для кинетической энергии появятся в уравнениях Лагранжа II рода до-
полнительные члены достаточно сложной структуры. Поэтому в силу того, что  

 

55 ap << ,  66 ap << ,                (35) 
 

будем пренебрегать их влиянием на выражения для матрицы инерции. 
Включение поступательных звеньев. Применение упругих элементов 

в протезе нижней конечности приводит к необходимости включения в модель 
протеза поступательных звеньев в голень и бедро протеза. Рассмотрим в об-
щем виде локальную систему отсчета поступательного звена и соответст-
вующую матрицу перехода. 

Ось xi поступательного звена і (рис. 3) направлена по оси звена. Обоб-
щенная координата qi   определяет положение звена относительно предыдуще-
го (i – 1)-го звена. Матрица перехода определяется как матрица переноса осей 
(i – 1)-го звена вдоль оси Оixi на величину аi  + qi 
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Очевидно, что 
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Тогда по типу выражения (8) для поступательного звена  
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Такое представление производной 
i
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q
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∂
∂  матрицы перехода поступатель-

ного звена позволяет использовать представленные выше формулы для урав-
нений Лагранжа II рода при наличии в цепи звеньев не только с вращатель-
ными, но и с поступательными парами. 

Обобщенная сила для поступательного звена. Для обобщенной силы 
поступательного звена в выражении (24) вместо активного момента jM  сле-
дует принять 0, так как активные силы, действующие на звено, отсутствуют. 
В этом случае 
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где jjC 1−  – жесткость на линейное перемещение в сочленении j – 1, j. 
Заключение. Теперь можно скорректировать рассмотренную выше ди-

намическую модель путем добавления поступательных звеньев. Разобьем 
бедро и голень протеза на два звена, связанных кинематической парой посту-
пательного типа с добавлением упругого элемента с продольной жесткостью,  
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Рис. 3. Поступательное звено 
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ось которого направлена по оси бедра (голени). Кроме того, с целью учета 
компенсаторного подъема „шарнира” бедра, осуществляемого инвалидом при 
переносе протеза, можно ввести в схему дополнительное поступательное зве-
но между корпусом и шарниром бедра протеза. 
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КІНЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ МЕХАНІЗМУ ВИСОКОГО КЛАСУ З 
ВИКОРИСТАННЯМ БІБЛІОТЕКИ ПІДПРОГРАМ АНАЛІЗУ  
ГРУП ДРУГОГО КЛАСУ  

 
У статті викладено методику кінематичного аналізу механізму четвертого класу з використанням 
програмного забезпечення для груп другого класу, розробленого на кафедрі  ТММіСАПР. Показана мож-
ливість розбиття механізму високого класу на прості групи, для яких відомі алгоритми аналізу. 
 
In the article method of kinematical analysis of fourth class mechanism are accounted. For second class groups the 
computer programs are used. A possibility divide of mechanism of high class in simple groups are demonstrated. 
 

Вступ. Запропоновано стратегію кінематичного дослідження механіз-
мів четвертого класу, яка представляє собою розбиття механізму на групи та 
знаходження кінематичних параметрів цих груп з подальшим використанням 
методу ітерацій. Цей підхід до розв’язання цієї складної задачі здається прос-
тим і наглядним і дає змогу за дуже короткий час вирішити питання аналізу. 
У статті детально описується бібліотека підпрограм і принцип користування 
ними, що дає змогу любому проектувальнику, зокрема студенту, скористати-
ся ними для рішення подібної задачі.  

Актуальність. Питання аналізу будь-яких механізмів завжди були і зали-
шаються бути актуальними. Питання лише в тому, щоб знайти найбільш просту 
методику, яка при своїй простоті здатна вирішити всі необхідні питання і мати дос-
татню точність і швидкість розв’язання. Пропонується така методика, яка базується 
на використанні формул для аналізу структурних груп другого класу. 

Алгоритм розв’язання задачі аналізу шляхом розбиття на групи. 
Метою кінематичного дослідження є визначення положень ланок, їх швидко-
стей та прискорень або швидкостей та прискорень точок механізму. Дослі-
джуваний механізм зображений на рис. 1. На рис. 1 ланки мають наступні назви: 
1 – кривошип (корба) – OA , 2 – шатун – ADC , 3 – шатун – CB , 4 – шатун – 
ED ,  5 – коромисло – EFB .  Механізм  складається із початкової ланки 1 і одні-
єї структурної групи четвертого класу другого порядку. Клас механізму – чет-


