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деления контактного давления примерно та-
кой же, как и эпюра, полученная с помощью 
метода Герца.  

Предложенный в статье подход будет ис-
пользован в дальнейшем для исследования 
контактного взаимодействия при варьировании 
различных параметров, таких как размеры и 
форма контактирующих тел, величина прижи-
мающего усилия, радиус кривизны. 
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На основі теорії синтезу просторових зачеплень розроблена математична модель черв'ячної пари 
загального виду по осьовому перерізу витка черв'яка, профіль якого заданий довільною гладкою 
кривою лінією. Для поліпшення умов роботи і якісних параметрів черв'ячної передачі сполучені 
поверхні утворять  опукло-увігнутий контакт близької кривизни.  Керуюча програма,   розроблена  
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Рис. 5 – Эпюра распределения 
контактного давления, получен-
ная с помощью метода III  
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на основі створеної  математичної моделі, завантажується в СЧПУ універсального обробного 
центра для відтворення робочих поверхонь черв'яка й колеса.  

Ключові слова: синтез просторових зачеплень, математична модель, черв'ячна передача, 
черв'ячна пара  

 

На основе теории синтеза пространственных зацеплений разработана математическая модель 
червячной пары общего вида по осевому сечению витка червяка, профиль которого задан произ-
вольной гладкой кривой линией. Для улучшения условий работы и качественных параметров чер-
вячной передачи сопряженные поверхности образуют выпукло-вогнутый контакт близкой кри-
визны. Управляющая программа, разработанная на основе созданной  математической модели, за-
гружается в СЧПУ универсального обрабатывающего центра для создания рабочих поверхностей 
червяка и колеса. 

Ключевые слова: синтез пространственных зацеплений, математическая модель, червяч-
ная передача, червячная пара  

 

On the basis of the theory of synthesis of spatial meshings the mathematical model of worm pair a 
general view on axial section of a coil of the worm which profile is set by any smooth curve is 
developed. For improvement of working conditions and qualitative parameters of the worm gear, the 
interfaced surfaces organize is convex - concave contact of nearest curvature. The operating program 
developed on the basis of created mathematical model, boots in NC-system the universal treating centre 
for generation of a worm and gear working surfaces. 

Keywords: synthesis of spatial links, mathematical model, worm-gear, worm pair. 
 

В настоящее время машиностроение испытывает большие затруднения, 
вызванные глобальным экономическим кризисом. Падение спроса на товарную 
продукцию длительного пользования, к которой относится продукция тяжелого 
машиностроения, обуславливает снижение объемов производства и обостре-
ние конкурентной борьбы за рынки сбыта. Предпочтение отдается недорого-
му товару с высокими технико-экономическими характеристиками. В тяжелом 
машиностроении, в условиях единичного и мелкосерийного производства, из-
готовление подобных изделий может осуществляться на высокопроизводи-
тельном, многофункциональном, легко переналаживаемом оборудовании, та-
ком, как универсальные обрабатывающие центры, где достигаемые точность 
и чистота обработки поверхностей могут приближаться к аналогичным пара-
метрам, полученным шлифованием.  

Особенность червячных передач заключается в значительном перепаде 
твердостей  сопряженных поверхностей витка  червяка и зубьев червячного 
колеса, что достигается изготовлением зубчатых венцов червячных колес из 
бронзы, а также термической обработкой стальных червяков с последующим 
шлифованием. Поэтому рабочие поверхности червяка рассматриваются с по-
зиции технологической перспективы финишной обработки шлифовальным 
кругом, для чего последний должен иметь, по возможности, простую геомет-
рическую форму, удобную для правки шлифовального камня.  

Технико-экономические параметры во многом зависят от интеллектуаль-
ной составляющей заложенной в выпускаемой продукции. Для повышения 
к.п.д., нагрузочной способности и ресурса работы Г. Ниманн предложил 
червячные передачи с выпукло–вогнутыми контактными поверхностями. Червяк 
имеет вогнутый профиль в осевом и нормальном сечениях. Вогнутая поверх-
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ность витка червяка сопрягается с выпуклой поверхностью зуба колеса, фор-
ма линий контакта способствует образованию устойчивого гидродинамиче-
ского масляного клина. Червяк обрабатывается дисковым инструментом торо-
идной формы, боковая поверхность которого в осевом сечении очерчена по 
дуге окружности [1, 2].  

По результатам геометрической теории червячного зацепления, предло-
женного Г. Ниманном, фирма Flender (Германия) разработала промышленный 
ряд червячных редукторов с цилиндрическими червяками типа Cavex, шли-
фуемыми тороидным кругом. В соответствии с каталогом фирмы Flender, чер-
вячные редукторы Cavex рассчитаны на передачу номинальной мощности до 
P1ном ≤ 330 кВт, номинального крутящего момента на тихоходном валу T2nом ≤ 
12600 Нм, кратковременного максимального крутящего момента на тихоход-
ном валу T2 max ≤ 21000 Нм. Изделия фирмы Flender успешно реализуются на 
рыночных площадках всего мира, причем червячные редукторы Cavex доми-
нируют на мировом рынке аналогичной продукции.  

Более поздние разработки и исследования червячных передач и редукто-
ров с выпукло–вогнутым контактом сопряженных поверхностей в зацепле-
нии, выполненные Ф. Л. Литвиным [3, 4], И. С. Кривенко [5] и др. авторами, 
не нашли промышленного применения.    

Новые, более широкие технологические возможности современного ме-
таллорежущего оборудования, в частности, универсальных обрабатывающих 
центров, позволяют более свободно профилировать рабочие поверхности за-
цепления червячной пары. Рассмотрим синтез рабочих поверхностей червяч-
ной пары применительно к условиям тяжелого машиностроения, отличаю-
щимся более высокими нагрузками, часто имеющими ударный характер. 

Главное отличие червячной передачи от других передач зацеплением со-
стоит в геометрическом расположении осей червяка и червячного колеса, 
скрещивающихся, как правило, под прямым углом. В тяжелом машинострое-
нии неизвестны случаи применения неортогональных червячных передач. 
Скрещивание осей послужило причиной разнесения опор червяка на значи-
тельное расстояние друг от друга, что понизило жесткость червяка. При 
больших нагрузках червяк испытывает значительные деформации, что нару-
шает заданные условия зацепления сопряженных поверхностей, приводит к 
отклонениям от формы и положения контактных линий, интерференции ак-
тивных поверхностей зубьев в зоне контакта. Глобоидные червяки обладают 
несколько более высокой жесткостью, что также оказывает положительное 
действие на повышение их нагрузочной способности [6]. 

В наибольшей степени интерференция зубьев касается червячного зацепле-
ния, разработанного Г. Ниманном для червячных передач Cavex, правильное со-
пряжение червяка с червячным колесом можно получить лишь при отсутствии 
значительных изгибных деформаций червяка, вызывающих  эффект, подобный 
отклонению межосевого расстояния передачи. В реальных условиях червяк ис-
пытывает сложное напряженно-деформированное состояние, где наряду с изги-
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бом заметное место занимают и деформации кручения. В нормальном сечении 
червяк очерчен вогнутой кривой приближенной к дуге окружности, с зубом коле-
са образует линейчатый контакт выпукло-вогнутых поверхностей близкой кри-
визны. Червячное зацепление Г. Ниманна чувствительно к деформациям червяка, 
как и к отклонениям межосевого расстояния, аналогичный отрицательный эф-
фект имеет место и в зацеплении М.Л. Новикова [7].  

Червячные редукторы Cavex не отвечают уровню нагрузок, действую-
щих на исполнительные механизмы рабочих органов тяжелых машин. Необ-
ходимо подобрать рабочий профиль червяка таким образом, чтобы червячное 
зацепление формировалось на основе непрерывного линейчатого выпукло– 
вогнутого контакта сопряженных поверхностей близкой кривизны, нечувст-
вительного к деформациям червяка. 

Рассмотрим декартовы системы координат: x, y, z – неподвижная; x1, y1, z1 – 
подвижная, жестко связанная с червяком; x2, y2, z2 – подвижная, жестко связанная 
с червячным колесом (рис. 1). Ось z1 направлена вдоль оси червяка, ось z2 – вдоль 
оси червячного колеса. Вспомогательная система координат z,y,x ′′′ – неподвиж-

ная, которую можно получить поступательным перемещением системы коорди-
нат x, y, z вдоль оси x на величину межосевого расстояния – а. 

Установим связь между 
системами координат x, y, z  и  
x1, y1, z1  
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а также связь между система-
ми координат x, y, z и x2, y2, z2: 
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Для выражения координатных функций x2, y2, z2 через  x1, y1, z1  воспользуемся 
системой (1): 

 

 

Рис. 1 – Геометрический аналог 
червячной пары 
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С помощью систем уравнений (2) и (4) выразим координатные функ-
ции x1, y1, z1 через x2, y2, z2 
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В выражениях (6) значения x2, y2, z2 служат аргументами координатных 
функций  x1, y1, z1, соответственно, в уравнениях (5) координаты x1, y1, z1 яв-
ляются аргументами координатных функций x2, y2, z2. Из изложенного можно 
заключить следующее: дифференциалы  dx1, dy1, dz1  представляют прираще-
ния координатных функций x1, y1, z1, вызванные элементарным перемещением 
соответствующей точки поверхности зуба червячного колеса, при повороте 
червяка на угол dϕ1 .  

Дифференциалы  dx2, dy2, dz2  представляют приращения координатных 
функций x2, y2, z2, вызванные элементарным перемещением соответствующей 
точки поверхности витка червяка при его повороте на угол dϕ1 .  
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чего воспользуемся уравнениями (6):      
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где −ωω=ωω= 211221 ,,/ consti  соответствующие угловые скорости червяка и 

червячного колеса.   
В уравнениях (7) заменим координаты x2, y2, z2 их значениями по форму-

лам (5): 
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Продифференцируем уравнения (5): 
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В уравнения (9) подставим значения координат x1, y1, z1 из формул (6): 
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Осевой профиль поверхности чер-
вяка зададим гладкой плоской кривой 
линией АОВ (рис. 2). Система координат 
x1, y1, z1 жестко связана с заготовкой чер-
вяка. Принимается подвижная система 
координат ξ, η, ζ  с началом координат в точке О, расположенной на стыке правой 
ОА и левой ОВ частей образующей граней витка червяка на некотором цилиндре 
радиуса ρ. Ось ζ параллельна оси  z1  и совпадает с образующей указанного цилин-
дра. Образующая кривая АОВ лежит в координатной плоскости η, ζ. 

В начальный момент формообразования активных поверхностей витка 
червяка ( )0=υ , оси ξ и η соответственно параллельны осям x1 и y1. При по-

вороте системы координат ξ,η,ζ на некоторый угол υ кривая АОВ переместит-
ся вдоль оси  z1  на расстояние  О1О′ = pυ, где  −π= 2/tp  параметр винтовой 

поверхности; t – шаг винтовой поверхности. Угол подъема винтовой линии λ, 

описываемой точкой О – началом координат ξ,η,ζ,  т. е.  .
ρ

=λ p
tg  

Выразим подвижные координаты ξ , η , ζ  через  x 1 ,  y 1 ,  z1 ,  а координаты  
x 1 ,  y 1 ,  z1   выразим, соответственно, через  ξ , η , ζ :  
 








υ−=ζ
ρ−υ+υ−=η

υ+υ=ξ

,
,cossin

,sincos

1

11

11

pz
yx

yx
           (11)         

( )
( )








ζ+υ=
υρ+η+υξ=
υρ+η−υξ=

.
,cossin
,sincos

1

1

1

pz
y
x

      (12) 

x

zy
O

O

O

1

11

1 `

υ

ζ ζ
MB

A

p
η

η

ξ

 

Рис. 2 – Моделирование поверхности  
червяка 
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В соответствии с рис. 2 в уравнении (12) положим ,0=ξ  получим пара-

метрическое уравнение боковой поверхности червяка общего вида, заданного 
с помощью некоторой гладкой кривой линии АОВ ,  совпадающей с    

осевым сечением поверхности червяка.  
В уравнения (1) подставим значения 

координатных функций  x1, y1, z1  из выра-
жений (12), получим 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) 






ϕ−ζ+ϕ+υ=
ϕ+υρ+η+ϕ+υξ=
ϕ+υρ+η−ϕ+υξ=

.
,cossin
,sincos

11

11

11

ppz
y
x

  

(13) 

 

Осевой профиль витка червяка (рис. 3) 
– линия  АОВ лежит в плоскости η, ζ, запи-
шем уравнение этой образующей в системе 
координат ξ, η, ζ  

 

( ) .,0 ηζ=ζ=ξ                 (14) 
 

Подставим значения координатных 
функций (14) в равенства (13), получим 
уравнения боковой поверхности червяка 
произвольного профиля в неподвижной 
системе координат 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) 






ϕ−ηζ+ϕ+υ=
ϕ+υρ+η=
ϕ+υρ+η−=

.
,cos
,sin

11

1

1

ppz
y
x

                                    (15)  

 

Исключим параметры η  и υ из уравнений (15), получим уравнение вин-
товой поверхности червяка произвольного профиля в координатной форме:      

  ( ) ,arcsin 1
22

ϕ−ηζ+














+
−π= p

yx

x
pz                            (16) 

или, аналогично уравнению (16) 

                                ( ) ,arccos 1
22

ϕ−ηζ+














+
+π= p

yx

y
pz                          (17)  

где  .22 ρ−+=η yx
 

Образующая червяка   АОВ   задана в осевом сечении червяка η ,  ζ .  Во 
втором уравнении системы (15) зададим ,0y =  получим параметрическое 

уравнение профиля осевого сечения червяка (см. рис. 3) 
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Рис. 3 – Осевой профиль  
витка червяка: 

 −
p

r,r  радиусы делительного 

и начального цилиндров 
червяка; −

p
S,S  осевая 

толщина витка червяка на 
делительном и начальном 

цилиндрах  
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( ) ( )
( ) ( ) 




+ηζ+ϕ+υ=
ϕ+υρ+η−=

.
,sin

01

1

zpz
x

                                      (18)   

 

В соответствии с рис. 3 и с помощью системы (18) для осевого сечения 
червяка 2/, Szrx =−=  определим значение 

0
z :  

                                              ( ) ,)2/3(2/0 ηζ−π−= SpSz                                  (19)  

 

где  ( ) −ηζS значение функции  ( )ηζ , соответствующее значению .r ρη −=                                     

Уравнение осевого сечения червяка в координатной форме получим, воспользо-
вавшись уравнением (16), при этом наложим дополнительное условие  ( )0=y  

 

                                                ( ) .)2/3( 0zpz +ηζ+π=                                        (20) 
 

Торцовое сечение червяка определим из системы уравнений (15), полагая 
в третьем уравнении 0=z , получим ( ) ( ) 011 =ϕ−ηζ+ϕ+υ pp , откуда опреде-

лим величину суммарного угла ( )( )01 =ϕ+υ z :               
 

                             ( )( ) ( )[ ] .)/1( 101 ϕ−ηζ−=ϕ+υ = ppz                              (21)  
 

Из системы (15) с учетом значения (21) получим уравнение торцевого 
сечения червяка произвольного профиля: 
 

                                    
( ) ( )[ ]{ }

( ) ( )[ ]{ } 



ϕ−ηζ−ρ+η=
ϕ−ηζ−ρ+η−=

.)/1(cos
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1

1
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                         (22) 

 

На основе теории синтеза пространственных зацеплений разработана 
математическая модель червячной пары общего вида по осевому сечению 
витка червяка, профиль которого задан произвольной гладкой кривой линией. 
Для улучшения условий работы и качественных параметров червячной пере-
дачи сопряженные поверхности образуют выпукло–вогнутый контакт близкой 
кривизны. Полученные зависимости обеспечивают возможность использова-
ния любой гладкой плоской кривой линии в качестве образующей осевого се-
чения червяка, что позволяет подобрать рабочий профиль червяка таким обра-
зом, чтобы червячное зацепление формировалось на основе непрерывного 
линейчатого выпукло–вогнутого контакта сопряженных поверхностей близ-
кой кривизны, нечувствительного к деформациям червяка. 

В паре червяк – червячное колесо более простой деталью является червяк, ак-
тивные поверхности которого образуются контуром зубчатой рейки, вытянутым 
вдоль винтовой линии. Поэтому в данном случае мы создаем модель червяка: на заго-
товке червяка строим профиль и воспроизводим его (рис. 4).  

Следующим элементом симуляции является заготовка червячного колеса, ко-
торая получается путем вращения сечения относительно оси. Далее устанавлива-
ются червяк и заготовка червячного колеса в рабочее положение, то есть оси тел 
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скрещиваются под прямым углом, и расстояние 
между ними равно межосевому расстоянию 
червячной пары (рис. 5). 

Затем выполняем Булеву операцию изъя-
тия общего материала из заготовки колеса, по-
ворачиваем червяк и заготовку колеса на углы 

1ϕ  и 2ϕ  соответственно относительно собст-

венных осей и повторяем операцию изъятия 
общего материала, в результате мы получаем на 
заготовке колеса впадину. Полученная модель 
червячного колеса передается в CAE-систему 
для генерации управляющей программы для 
станка с ЧПУ. Управляющая программа,  разра-
ботанная на основе созданной  математической 
модели, загружается в СЧПУ универсального 
обрабатывающего центра для воспроизведения 

рабочих поверхностей червяка и колеса (рис. 6). 
На основе разработанной математической мо-

дели создается трехмерная  модель зуба в  CAD-
системе непосредственным моделированием впади-
ны или, в случае сложной поверхности, моделирова-
нием процесса формирования зуба в условиях зацеп-
ления с сопрягаемой деталью. Полученная модель 
передается в САМ-систему для генерации управ-
ляющей программы для станка с ЧПУ, под управле-
нием которой многокоординатный универсальный 
обрабатывающий центр нарезает зубья на заготовке. 

Заключение. При использовании универсальных обрабатывающих центров с 
ЧПУ для нарезки зубьев с помощью универсального инструмента, торцевых или ша-

ровых фрез, основной проблемой является соз-
дание достоверной математической модели зу-
ба. Для описания достаточно сложной криволи-
нейной поверхности зуба требуется мощный 
математический аппарат. Вычислительный про-
цесс осложняется тем, что в зацеплении одно-
временно участвуют два сопряженных элемен-
та, что многократно увеличивает объем вычис-
лений. Ошибка хотя бы для одного элемента 
вызовет нарушение сопряженности рабочих по-
верхностей, что сделает невозможным работо-
способность подобного зацепления. Упростить 
процесс практического синтеза зацепления для 
последующей генерации программы для стан-

 
 

Рис. 4 – Построение винтовой  
линии и профиля червяка 

 
Рис.5 – Модель червяка и 

заготовки червячного коле-
са в рабочем положении 

 
 

Рис.6 – Нарезка зубьев на 
червяч-ном колесе выполняется 
на универсальном многокоор-
динатном обрабатывающем 
центре  TOS Varnsdorf 
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ков с ЧПУ, избежать ошибок, позволяет операция симуляции нарезки зубьев или си-
муляции зацепления в CAD-системах для трехмерного моделирования.  

Разработка новой технологии производства рабочих звеньев червячной 
передачи позволила уменьшить трудоемкость до 50%, снизить затраты на ин-
струмент и технологическую оснастку, в значительной мере повысить коэф-
фициент загрузки уникального высокопроизводительного оборудования, зна-
чительно повысить качество изготовления крупных червячных передач.  

Использование многокоординатных универсальных обрабатывающих 
центров для нарезки рабочих поверхностей зубьев червячных передач снима-
ет ограничения, налагаемые на профилирование витка червяка, исходя из тре-
бования по обеспечению возможности правки алмазным инструментом, уп-
рощенного по  форме шлифовального круга в процессе финишной обработки 
червяка. Это расширяет технологические возможности производства, связан-
ные с оптимизацией условий контакта рабочих поверхностей червячной пары 
из условий образования гидродинамического масляного клина, снижения ско-
рости скольжения, повышения контактной прочности, а также устойчивости к 
интерференции элементов зацепления при высоких нагрузках.    
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ОБОСНОВАНИЕ РАСЧЕТНЫХ МОДЕЛЕЙ  
СИЛОСНЫХ УСТАНОВОК 

 
У роботі описані результати досліджень напружено-деформованого стану елементів силосу для 
зберігання зерна і інших продуктів. Розглянуті тестові завдання для гофрованих панелей силосу, 
для болтових з'єднань, а також для повної конструкції корпусу силосу. Описані проблемні чинни-
ки при побудові розрахункових моделей елементів силосу.  
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