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У статті запропоновано підходи до розв’язання задачі про контактну взаємодію гладких і шорстких 
тіл. Задача зводиться до граничного інтегрального рівняння. Дискретизація шуканого контактного тиску 
здійснена за допомогою методу граничних елементів. Вплив шорсткості моделюється за допомогою 
пружної основи Вінклера . Отримані асимптотичні оцінки для визначення впливу податливості шару на 
контактний тиск. 

Ключові слова: контактна взаємодія, контактний тиск, інтегральне рівняння, метод граничних 
елементів, шорсткість, напружено-деформований стан, податливість 

 

The paper suggests approaches to task solving of contact interaction of smooth and rough bodies. The prob-
lem is reduced to a boundary integral equation. Discretization of desired contact pressure performed using bounda-
ry element method. The effect of roughness is modeled by Winkler elastic foundation. Asymptotic estimates are 
received to determine an effect of layer's ductility on contact pressure. 

Keywords: contact interaction, contact pressure, integral equation, boundary element method, roughness, 
stress-strain state, ductility 
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ВЛИЯНИЕ ВАРЬИРУЕМОЙ ТОЛЩИНЫ НА СТАТИЧЕСКОЕ  
И ДИНАМИЧЕСКОЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ 
СОСТОЯНИЕ ТОНКОСТЕННЫХ КОНСТРУКЦИЙ 

 
Предложено развитие обобщенного параметрического подхода для исследования напряженно-
деформированного состояния корпусов транспортных средств специального назначения на этапе проек-
тирования и технологической подготовки производства. Математическая формализация параметрическо-
го описания конструкций и всех этапов их жизненного цикла дает возможность строить высокоэффектив-
ные специализированные системы компьютерного проектирования, технологической подготовки произ-
водства, исследования, изготовления и эксплуатации. 

Ключевые слова: тонкостенная конструкция, динамическая нагрузка, податливость, напряженно-
деформированное состояние 
 

Введение. Одним из важных факторов, влияющих на выбор проектных пара-
метров тонкостенных машиностроительных конструкций, является выбор распре-
деления их толщины по конструкции. При этом принимается в расчет, что тонко-
стенные машиностроительные конструкции, как правило, подвергаются действию 
комплекса статических и динамических нагрузок. В связи с этим предлагается но-
вый подход к обоснованию рациональных распределений толщин. Он состоит в 
использовании линейной аппроксимации распределений функций отклика (т.е. 
характеристик напряженно-деформированного состояния) на варьирование тол-
щин как распределенных параметров. Этот подход, предложенный в ряде работ [1-
12], предлагается применить и к анализу статического и динамического напряжен-
но-деформированного состояния (НДС). Это составляет цель данной работы. 
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Постановка задачи. Яркими примерами тонкостенных машиностроительных 
конструкций, подвергающихся действию комплекса статических и динамических 
нагрузок, являются: перегружатели, отвалообразователи, бронекорпуса легкобро-
нированных машин, корпуса выбивных машин, краны, цистерны, вагоны и т.п. 
Например, силовые элементы отвалообразователей [13] подвергаются воздействию 
подвижных весовых и инерционных нагрузок нагрузок от перемещаемой породы, 
ветровых, снеговых и других видов нагрузок. Корпуса виброударных выбивных 
машин подвергаются ударным воздействиям от технологического груза и инерци-
онным нагрузкам. Бронекорпуса боевых бронированных машин представляют со-
бой сложные пространственные конструкции, находящиеся под действием различ-
ных силовых воздействий, в том числе – реактивных усилий отдачи, действующих 
со стороны скорострельных артиллерийских систем, от подвески, от инерционных 
сил, возбуждаемых самим бронекорпусом, а также системами и агрегатами, на и в 
нем расположенными. Наиболее значимыми из этих усилий являются усилия отда-
чи, особенно применительно к легкобронированным машинам, калибр и скоро-
стрельность пушечного вооружения которых имеют постоянную тенденцию к ро-
сту, а бронекорпуса, как и другие конструкции (см. выше), являются высоконагру-
женными тонкостенными конструкциями. 

Таким образом, тонкостенные машиностроительные конструкции подверга-
ются в процессе эксплуатации множественным силовым воздействиям. Ставится 
задача для всего многообразия НДС предложить способ определения влияния ма-
лых изменений распределения толщин по исследуемым конструкциям на их проч-
ностные, жесткостные и динамические характеристики. 

 

Методы исследования. Одной из актуальных задач, составляющих проблем-
ный ряд в обеспечении прочности и жесткости, является анализ статического и 
динамического НДС тонкостенных машиностроительных конструкций при дей-
ствии различных усилий. Учитывая присутствующий во многих случаях ярко вы-
раженный динамический характер действующих усилий отдачи, а также значи-
тельную податливость тонкостенных машиностроительных конструкций, необхо-
димо в уравнениях состояния учесть и временные распределения усилий, и инер-
ционные слагаемые. Отталкиваясь от системы уравнений механики сплошной сре-
ды 

 

    ,,,21;,;, u iju jiklklCijkljiuuif iji    

 

дополним их начальными и краевыми условиями: 
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Здесь ρ – плотность, u,,  – напряжения, деформации (тензоры) и перемещения 

(вектор). Тогда получаемая начально-краевая задача может решаться путем ее све-
дения к вариационным проблемам. Кроме того, для тонкостенных конструкций 
можно использовать соответствующие модели пластин, стержней и оболочек. В ре-
зультате разрешающие соотношения определяются не в трехмерной области, а на 
множестве срединных линий и поверхностей. В итоге, применяя процедуру конечно-
элементной аппроксимации к уже получаемым соотношениям, разрешающую си-
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стему уравнений можно записать в виде: )(tKxxCxM   . Здесь x – вектор ис-

комых узловых параметров, KCM ,,  – матрицы масс, демпфирования и жесткости 

соответственно,   – вектор узловых усилий. В этих соотношениях силы получаются 

из компонент объемных сил Х, поверхностных ,F  демпфирующих .  Матрица 

масс отражает инерционные свойства (плотность  ), матрица жесткости K  – упру-

гие свойства, формируемые компонентами тензора модулей упругости Cijkl. 
Учитывая, что в результате построения моделей исследуемых объектов, кото-

рые определяются параметрами p все компоненты ( ,,, KCM ) системы соотно-

шений метода конечных элементов (МКЭ) становятся параметрически зависимыми 
от варьируемых параметров pvar. Из них данная система обыкновенных дифферен-
циальных уравнений дает при конкретно заданных pvar временное распределение 

)(tx , а с учетом возможного варьирования pvar – ),( tpx . По аппроксимационным 

соотношениям МКЭ получаем пространственные распределения 

),,,(),,,( trptrpu   ),,,( trp  где r  – пространственная координата, t  – время, p – 

параметры. Имея в распоряжении данные пространственно-временные распреде-
ления и параметрические зависимости, можно ставить и решать последующие за-
дачи анализа, параметрического анализа и синтеза. Рассмотрим частные случаи: 
действие статической и динамической нагрузки. 

 

Определение напряженно-деформированного состояния тонкостенной 
конструкции с варьируемой толщиной. Рассмотрим математическую модель НДС 
тонкостенных элементов машиностроительных конструкций при действии статиче-
ских усилий, следуя [1]. Как известно [14], при малых деформациях и перемещениях 
НДС стержней и пластин можно разделить. Для стержней выделяется независимые 
растяжение – сжатие, кручение и изгиб в двух плоскостях. На рис. 1 представлены 
элементы стержня и пластины, система координат и переменные состояния ,,, wvu . 

Система разрешающих уравнений [1] при этом приобретает вид:  
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Здесь  ,,,GE  – модули упругости I и II рода, коэффициент Пуассона и пара-

метры Ляме; )(xh , ),( yxh  – заданное распределение толщины по длине или пло-

щади поперечного сечения каждого тонкостенного элемента; hxF ~)(  – площадь 

поперечного сечения стержня; 3~)(),(),( hxIxIxI yzp  – моменты инерции попе-

речного сечения стержня, а 
)1(12

),(
2

3




yxEh
D ~ 3h  – цилиндрическая жесткость, рас-

пределенная по многообразию срединных поверхностей, образующих исследуе-
мую конструкцию (см. рис. 1).  
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Рисунок 1 – Тонкостенные элементы конструкции [1]: 
а – пластина при нагружении в срединной плоскости; б – элементы плоского напряжен-

ного состояния и изгиба пластин с указанием обобщенных перемещений и силовых факто-

ров; в – изменение текущей толщины ),( yxh  по сравнению с исходной ),(0 yxh ;  

г – обобщенные перемещения (силы), углы поворота и моменты, нагрузки и жесткост-
ные характеристики сечения стержня 

 
 

Если при этом данную систему в операторном виде представить как 
 

   )()(),( rrru qhL 


, 
 

где )(rhh   – толщина, выступающая как распределенный параметр, то записав 

)](1)[()()( 00
rrrr  hhhh , получим распределенный параметр h  как ком-

(3.57) 
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бинацию исходного распределения )(0
rh  (номинального) и степени варьирования 

)(r  (безразмерный распределенный параметр, в данном случае – утонение). 

Таким образом, возникает задача определения возмущенного решения 

),( quu  . Учитывая линейность данного выражения по q , требуется опреде-

лить параметрическую зависимость от  . С этой целью исходную локальную 
формулировку трансформируем в вариационную, а ее можно свести к проблеме 
минимума функционалов полной внутренней энергии системы 61, iЭi : 
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Функционалы iЭ  являются квадратичными относительно u , линейными по 

q , а по   их можно линеаризовать. В результате дискретизации u , q ,   

(например, по методу конечных элементов) получаем уравнения возмущенного 
состояния в виде:   ,)(21 QUAKK   где AQU ,,  – массивы узловых парамет-

ров, описывающих после дискретизации u , q ,  . Здесь )(21 AKK  , и компо-

ненты 2K  – линейные функции А. Полученное уравнение можно обратить: 

 QAKKAU )()( 3

1

1 


, где )(3 AK  – матрица, компоненты которой являются 

линейными функциями А. 

Таким образом, возмущенное решение )(AU  является приближенно линей-

ной функцией распределенного параметра   (в данном случае – его дискретного 
представителя А). Учитывая справедливость такого представления, можно для 
определения компонент матрицы 3K  применить конечно-разностные соотноше-

ния:         jijiij
AUAUK /03 , где  Tjj AA 0,0,...,...,,0,0   ; 

jA  – некоторая 

величина шага. В результате получаем основное свойство: компоненты напряжен-
но-деформированного состояния бронекорпусов (как частных случаев простран-
ственных оболочечно-пластинчато-стержневых конструкций) можно представить в 
виде линейных функций степеней варьирования толщин отдельных их элементов. 
В данном случае для линеаризации использованы т.н. "реперные" решения 
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)(   jj AUU , т.е. точное решение исходной системы разрешающих уравнений 

МКЭ при возмущенной одной компоненте массива А. 
Аналогично для случая действия динамических нагрузок получаем такие же 

тенденции изменения решения при действии статических усилий. 
 

Заключение. В работе представлен подход к анализу чувствительности 
прочностных, жесткостных и динамических характеристик элементов тонкостен-
ных машиностроительных конструкций к изменению распределения их толщин. 

Таким образом, это составляет основу для решения задач синтеза проектно-
технологических решений, обеспечивающих заданные составляющие комплекса 
технических характеристик элементов тонкостенных машиностроительных кон-
струкций. Она состоит в развитии метода обобщенного параметрического модели-
рования процессов и состояний этих конструкций путем дополнения параметриче-
ского пространства законом распределения толщин, оказывающих существенное 
влияние на достижение тех или иных конструктивно заложенных технических ха-
рактеристик в реальном изделии. При этом обозначены пути решения данной зада-
чи – сбалансирование проектных, технологических и производственных решений, 
учет физико-механических процессов и состояний, достижение решений, слабо 
чувствительных к варьированию различных параметров. На этой методологиче-
ской основе увязаны режимы эксплуатации, проектно-технологические решения и 
технические характеристики. 

Для анализа статического и динамического НДС от действия разнообразных 
усилий разработана усовершенствованная математическая модель, отличающаяся 
учетом влияния проектно-технологических параметров на составляющие этой моде-
ли. Это дает возможность строить не только временные распределения напряжений в 
конструкциях, но и параметрические зависимости, которые, в свою очередь, могут 
стать основой при выборе проектно-технологических решений. 
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