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Показано, что в осцилляторе переменной массы могут возникнуть резонансные колебания даже при дей-
ствии внешней силы постоянной амплитуды и частоты. Исследованы особенности такого резонанса. 

Ключевые слова: резонанс, осциллятор, переход чепез резонанс, нестационарные колеба-
ния, переменная масса 
 

Введение. В теории нестационарных механических колебаний давно решены 
задачи прохождения через резонанс системы с одной степенью свободы при дей-
ствии возмущающей силы переменной частоты, а также переменных во времени 
частоты и амплитуды. Фундаментальными публикациями в этом направлении, с 
соответствующими обзорами по проблеме, являются [1-4], где результаты обобще-
ны и на нелинейные системы с конечным и бесконечным числом степеней свобо-
ды. В упомянутых книгах изложены также решения задач параметрического резо-
нанса, которые сводятся к уравнениям движения с периодическими коэффициен-
тами типа Матье-Хилла. Менее изученными остаются вопросы прохождения через 
параметрический резонанс осциллятора монотонно переменной массы или жестко-
сти, которые в очень сжатой форме обсуждались в [5]. В отличие от осциллятора 
постоянных параметров, вследствие монотонного изменения массы или жесткости, 
в системе переменных параметров возможно возникновение нестационарных резо-
нансных колебаний и при действии внешней возмущающей силы постоянной час- 
тоты и амплитуды. На описание такого резонанса ориентировано содержание этой 
статьи. 
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Целью работы является исследование прохождения через резонанс осцилля-
тора линейно-переменной массы при действии возмущающей силы постоянной 
частоты и амплитуды. 

 

Основная часть работы. Задачу колебаний решаем без учета сопротивления 
среды, что приводит к завышенным значениям коэффициента динамичности [3]. 
Исходным принимаем уравнение движения:  
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которое введением новой переменной  1 t    преобразуем к форме: 
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В (1), (2) 0 0/c m  ; x  – линейное перемещение осциллятора;  0 1m t  – 

масса осциллятора, которая меняется с течением времени t  по линейному закону; 

0m   – скорость изменения массы во времени; c  – коэффициент жесткости пру-

жины; ,F   – амплитуда и частота возмущающей силы.  

Полагая в (2) 0F  , получаем однородное уравнение: 
 

22
0

2 2
0

d x x

d



 
  .                                                     (3) 

 

Фундаментальными решениями (3) являются: 
 

 1 1x J  ;  2 1x Y  ,                                             (4) 
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   – функции Бесселя и Неймана индекса 

единица. 
Продифференцируем по   решения (4). Поскольку [6] 
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   0 0,J Y   – функции Бесселя и Неймана нулевого индекса, то: 
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Составленный из (4) и (5) определитель Вронского равен [6]: 
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Решение неоднородного уравнения (2) ищем в виде: 
 

       1 1 2 1x c J c Y         ,                                       (7) 
 

где согласно методу вариации произвольных постоянных: 
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Учитывая (4) и (6), интегралы (8) преобразуем к форме: 
 

 

     
0/

20
1 1 0

1

sin 1
2

F
c y Y y dy

c

 
 

 


 
   

 
 ; 

(9) 

     
0/

20
2 1 0

1

sin 1
2

F
c y J y dy

c

 
 

 


 
  

 
 . 

 

Переход через резонанс характеризуем коэффициентом динамичности 
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Поскольку цилиндрические функции могут быть выражены через амплитуду 

1M  и фазу 1  по формулам [6] 
 

     1 1 1cosJ M    ;      1 1 1sin ,Y M   
                      

(11)
 

 

то, согласно (7), (9) и (10), коэффициент динамичности представляется выражени-
ем 
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Интегралы (12) приходится вычислять на компьютере. 
Численные результаты и их анализ. Рассмотрим модельную задачу, когда 

масса осциллятора возрастает. Для этого примем следующие исходные данные: 

0 2m  кг; 5000c  Н/м; 
0

0,5



  и разные значения  . На рис.1 нанесены коэф-

фициенты динамичности, отмеченные цифрами 1,2,3, которые соответствуют зна-
чениям 0,2;0,4;0,8  с

-1
. 
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Для принятых исходных данных посто-
янная частота возмущающей силы   совпа-
дает со значением мгновенной частоты сво-
бодных колебаний осциллятора, когда 

0/ 2   . Но максимальный дK  достигает-

ся не при 0/ 2   , а при больших соотно-

шениях 0/  , т.е. происходит смещение 

вправо положения резонанса. Величина сме-
щения возрастает с увеличением  , но при 

этом происходит уменьшение максимального 

дK , поскольку убыстряется прохождение 

области резонанса. После прохождения через 
резонанс начинаются биения. Исследование 
показало, что переход через параметрический 
резонанс в осцилляторе возрастающей массы 
качественно такой, как нестационарный резо-
нанс в классическом осцилляторе при возрас-

тающей частоте возмущающей силы [2-4]. 
 Коэффициенты динамичности ос-
циллятора убывающей массы представле-
ны на рис. 2. Они получены при следую-

щих исходных данных: 0 2m  кг; 

1250c  Н/м; 
0

1,6



  и разных значени-

ях  . Цифрами 1,2,3 на рис. 2 отмечены 

графики дK , что соответствуют значени-

ям 0,2; 0,4; 0,8     с
-1
. Теперь равен-

ство частот возмущающей силы и сво-
бодных колебаний осциллятора наступает 
при 0/ 0,625   . Но на рис. 2 положение 

максимальных дK  (резонанса) смещено 

влево в сторону меньших отношений, чем 

0,625 . С увеличением   (скорости про-

хождения резонанса) уменьшаются резо-

нансные 0/   и дK . Картина прохождения через резонанс в осцилляторе убыва-

ющей массы качественно оказывается такой как в классическом линейном осцил-
ляторе при уменьшении частоты возмущающей силы [2-4]. 

 

Выводы. Вследствие изменения массы осциллятора, он может попадать в об-
ласть резонансных колебаний и при постоянной частоте возмущающей силы. Рас-
чет амплитуд нестационарных резонансных колебаний сводится к интегралам, ко-
торые приходится вычислять на компьютере. Прохождение через резонанс в ос-
цилляторе возрастающей массы аналогично нестационарному резонансу в осцил-

 
 

Рисунок 1 – Зависимость коэффи-

циента динамичности дK  от без-

размерного параметра 0/   при 

возрастании массы 

 
Рисунок 2 – Зависимость коэффициен-

та динамичности дK  от безразмерного 

параметра 0/   при убывании массы 
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ляторе постоянных параметров под действием силы возрастающей частоты, а в 
осцилляторе убывающей массы – аналогично резонансу, вызванному действием 
силы убывающей частоты. 
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Показано, що в осциляторі змінної маси можуть виникнути резонансні коливання навіть при дії 
зовнішньої сили сталої амплітуди та частоти. Досліджено особливості такого резонансу.  
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An oscillator with variable mass resonant vibrations can occur even under the action of an external force of 
constant amplitude and frequency is shown. The features of such a resonance were considered. 

Keywords: resonance, oscillator, transition through resonance, nonstationary oscillations, variable mass 
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КОЭФФИЦИЕНТ ПОЛЕЗНОГО ДЕЙСТВИЯ ГЛОБОИДНО-
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ЗУБЧАТОЙ ПЕРЕДАЧИ НОВИКОВА 

 
В статье получены расчетные зависимости для определения коэффициента потерь и коэффициента полез-
ного действия зубчатых передач Новикова с двумя линиями зацепления, в том числе передач с перекре-
щивающимися осями вращения. Показано, что коэффициент полезного действия снижается с уменьше-
нием суммарных чисел зубьев колес в передаче, а увеличение передаточного числа способствует увели-
чению коэффициента полезного действия. 

Ключевые слова: диаметр, зубчатая передача, коэффициент полезного действия, модуль. 
 

Постановка задачи. Коэффициент полезного действия в зубчатых передачах 
является одним из показателей, характеризующих данную передачу. 

В работе [1] приведена аналитическая зависимость для определения КПД в 
цилиндрической зубчатой передаче с эвольвентным профилем зацепления 
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