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ВЛИЯНИЕ ПЕРЕМЕННОЙ ЖЕСТКОСТИ СВЯЗЕЙ НА ХАРАКТЕР 
ДИНАМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ В ВИБРОУДАРНЫХ СИСТЕМАХ: 
МОДЕЛИ И ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
 
Рассматривается задача о влиянии переменной жесткости связи между элементами 

виброударной системы на характер протекающих динамических процессов. 
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Введение. Одним из классов машин, имеющим широкое применение в современной 

технике, являются виброударные машины. В большинстве случаев, при анализе динамики 
таких систем используется достаточно простая постановка в виде двухмассовой системы, 
в которой присутствуют усилие ударного взаимодействия. Решение для такой системы 
можно получить посредством интегрирования системы дифференциальных уравнений 
движения. Контактная сила ударного взаимодействия обычно представляется в виде 
зависимости от относительной скорости и величины взаимного сближения (внедрения 
друг в друга) двух взаимодействующих тел. Эти зависимости [1–9] могут иметь 
различный характер, который обусловлен рядом факторов (геометрией, свойства 
материала тела и т. п.) для каждого конкретного случая. Отличительной чертой этих 
случаев является то, что параметры системы, такие как массы, жесткости, вязкости, 
являются неизменными в ходе интегрирования разрешающей системы уравнений, т.е. 
поиск интересующих характеристик динамических процессов осуществляется лишь для 
конкретного набора постоянных параметров, который соответствует какому-то 
определенному единичному моменту, но не длительному временному промежутку. Такое 
несоответствие обусловлено тем, что для реального процесса вышеперечисленные 
параметры не всегда являются константами (например, при осуществлении выбивки 
литейных деталей из песчано-глинистых форм снижение массы технологического груза 
составляет 50-70%; жесткость составных опорных пружин ступенчато может изменяться 
в 2 и более раза). Таким образом, рассмотрение этих параметров как констант, для 
процесса, в котором они константами не являются, отрицательным образом влияет на 
адекватность, точность и достоверность результатов, получаемых в ходе исследование 
характера динамического процесса в системе и его характеристик. 

Задача о моделировании динамических процессов в виброударных системах с 
частичным разрушением технологического груза была поставлена в статье [7]. Для того, 
чтобы описать силы ударного взаимодействия в простейших виброударных системах 
(рис. 1) применяется численное интегрирование системы уравнений  

 ,0;0sin 2221111111  FgmwmFgmtAwHwCwm     (1) 
где 1w  и 2w - с точностью до направ-
ления перемещения тел 1 и 2 с мас-
сами m1, m2 (возможно внедрение 
тел друг в друга); C1, H1 - коэффици-
енты жесткости и вязкости системы 
подрессоривания тела 1;  A, ω - ам-
плитуда и круговая частота  

Рис. 1 – Виброударная система, состоящая из 
двух тел 
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внешней возбуждающей гармонической силы; g - ускорение свободного падения [1]. 
Основная идея, предложенная в статье [7], состоит в новом представлении 

неотрицательной силы ударного взаимодействия F  в виде функции относительного 
сближения  21 ww   грузов 1 и 2 и скорости  , причем: 

),(  FF   0F при ;0  0^  FF  при 0 ; 
(2) 

)0,(),(  FF  , 0 ; )0,(),(  FF   при .0  
(3) 

При этом в первом квадранте )0,0(     функция F  совпадает с ее 
представлением в виде степенного или иного функционального ряда, в частности, ряда 
Тейлора: 

...),( 321
^   F  (4)

В статье [8] были описаны модификация данного подхода для случая, когда 
consttmm  )(22  и представлены результаты численного моделирования исследуемого 

процесса. При этом m2 представляется в виде заранее заданной функции (такое 
представление позволяет задать любой характер изменения массы груза, основываясь на 
теоретических либо экспериментальных данных). 

В данной статье в развитие ранее предложенного подхода ставится задача 
реализации определения и анализа влияния переменной жесткости связи между 
элементами виброударной системы на характер динамического процесса.  

Цель работы. Целью работы является исследование влияния переменной жесткости 
связей на характер динамических процессов в виброударной системе. 

Методика эксперимента. Данную задачу предлагается решать на базе тестовой 
системы. Рассматривается виброударная система, описанная в [1], обладающая 
следующими значениями параметров: кгm 159601  , кгm 50002  , мкНC /5280 , 

мсНH /127680  , кНA 293 , Гц16 , мкНCadd /870 . Cadd - представляет собой 
компонент дополнительной жесткости, который в натурной модели реализован в виде 
пружины меньшего диаметра и длинны, чем основная пружина. Исходя из такой 
конструктивной реализации можно сделать вывод, что в уравнении движения появляется 
новое слагаемое 0addC , при krAw 1 , где 21 llAkr   ( 1l  и 2l  длины большей и меньшей 

пружин). Если условие krAw 1  не выполняется, то 0krA . Т.о. в данной системе 
ступенчатым образом изменяется жесткость опорных пружин. Длительность 
рассматриваемого процесса составляет 3с, которым соответствует 25000 шагов 
интегрирования. Таким образом, для моделирования одной секунды требуется 
прохождение 8333 шагов интегрирования. На графиках и рисунках, которые будут 
представлены далее, продолжительность процесса представлена именно в количестве 
шагов интегрирования. 

Воспользуемся методом Рунге-Кутты для численного интегрирования системы 
уравнений (1) при нулевых начальных условиях, с целью получения динамического 
процесса для исследуемой системы. Влияние различных факторов на поведение 
виброударной системы (1) можно исследовать путем варьирования количества и типа 
членов в разложении функции F (4). Для оценки влияния переменной жесткости на 
характер динамического процесса в системе предлагается отталкиваться от временных 
распределений 1w , 1w ,  , F  для всего процесса движения. Для описания виброударной 
системы используется система уравнений (1). При анализе многомассовых систем 
достаточно сложно получить и затем использовать аналитическое решение. Применение 
прямого численного интегрирования системы уравнений представляется куда более 
удобным и целесообразным. Для решения этой задачи может быть использована схема 
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интегрирования методом Рунге-Кутты [10], которая была реализована программно в пакете 
Maple. В случае ненулевых δ* (длительности импульса) получаем непрерывную функцию 
FИМП(t). Если задать шаг интегрирования Δ<<δ*, то можно получить численные решения, 
отражающие поведение динамической системы с достаточной точностью.  

Обсуждение результатов. На рис. 2, 3 представлены графики, на которых отобра-
жены перемещения выбивной машины в зависимости от времени при различных  
значениях жесткости упругих 
опор: С1 – базовая жесткость реа-
лизованная одинарной пружиной; 
С1+С2 – увеличенная жесткость, 
реализованная в виде сдвоенной 
пружины с постоянно действую-
щей основной и включающейся 
дополнительной, в зависимости от 
перемещений; С3  увеличенная 
жесткость, реализованная в виде 
одинарной пружины, равная сумме 
жесткостей сдвоенной пружины. 
На рис. 4 представлен более де-
тальный график перемещений вы-
бивной машины в зависимости от 
времени при различных значениях 
жесткости упругих опор.  

Значения жесткостей соответ-
ствуют значениям, принятым ра-
нее. Временной интервал, отобра-
женный на рисунке, соответствует 
одному периоду колебаний для 
случая С1+С2 (сдвоенная пружи-
на).  

В данном случае четко про-
слеживает наличие субгармониче-
ского режима, который обладает 
кратностью 4. По этой причине 
было принято решение о дальней-
ших исследованиях влияния жест-
кости упругих опор на характер 
динамического поведения системы 
путем варьирования степени влия-
ния дополнительной, включаемой 
на части полного хода корпуса 
машины пружины. Добиться это 
можно двумя способами: варьирую 
непосредственно жесткость  
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Рис. 2 – Перемещения виброударной машины в случае, 
когда упругие опоры представлены сдвоенными пру-

жинами 
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Рис. 3 – Перемещения виброударной машины в случа-
ях: базовая жесткость с одной пружиной (С1), с учетом 
сдвоенных пружин (С1+С2), одинарная пружина с по-

вышенной жесткостью (С3) 
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Рис. 4 – Перемещения виброударной машины на в слу-
чаях: базовая жесткость с одной пружиной (С1), с уче-
том сдвоенных пружин (С1+С2), одинарная пружина с 

повышенной жесткостью (С3) 

пружины либо варьируя величину зазора Akr, которую необходимо выбрать, чтобы задей-
ствовать дополнительную пружину. Предполагается варьирование в стороны увеличения 
и уменьшения, при этом величина максимального отклонения составляет 1/50 от базово-
го значения параметра и достигается за 5 равных шагов в каждую из сторон. Базовые 
значения параметров следующие: Akr=0.049м, Cadd =870кН/м.  
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Рис. 5 – Характерные виды полученных фазовых портретов и замещающие 

их символы 

В качестве характерных выделены фазовые портреты установившегося движения с 
кратностью 1 (●), 2 (▬), 4 (■), а также те портреты, кратность которых перескакивает с 2-
х до 4-х (►). 

Таблица 1  Схематическое распределение фазовых портретов 
addC  

 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 
-5 ▬ ▬ ▬ ▬ ▬ ▬ ▬ ▬ ▬ ▬ ▬ 
-4 ► ▬ ► ► ► ► ► ► ► ► ► 
-3 ► ► ● ► ● ► ● ► ● ● ● 
-2 ► ● ● ● ► ● ► ● ► ► ► 
-1 ► ► ► ► ► ● ► ► ► ► ► 
0 ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ 
1 ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ 
2 ► ► ► ► ► ► ► ► ► ► ► 
3 ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● 
4 ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● 

 
 
 
 
 
 

krA  

5 ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● 

Для получения более наглядного представления о результатах их предлагается пред-
ставить в виде фазовых портретов (зависимости скорости от перемещений). Соответствия 
между видом фазового портрета и замещающим его символом в таблице представлены на 
рисунке 5. В табл. 1 представлено схематическое распределение режимов различной 
кратности в зависимости от варьируемых параметров Cadd и Akr. 

Выводы. На основании полученных результатов можно заключить, что использова-
ние в численной модели описания упругих опор как сдвоенной пружины, приводит к 
возникновению в системе субгармонических колебаний с числом кратности 4. В связи с 
этим становится актуальной задача исследования данных режимов в системе, а также 
возможностей отстройки от них, что и было проделано путем варьирования таких конст-
руктивных параметров как жесткость дополнительной пружины и величина выбираемого 
зазора до ее включения. 

Анализ полученных результатов позволяет сделать следующие выводы: 
1. Разработан и проверен на тестовой задаче подход, который позволяет учи-

тывать переменную жесткость упругих связей системы (в данном случае – ступенчатое 
изменение). 

2. Конструктивные параметры, такие как жесткость дополнительной пружины 
и величина выбираемого зазора до ее включения, оказывают значительное влияние на 
характер динамического процесса в системе.  
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3. По результатам многовариантного расчета можно заключить, что изменение 
жесткости дополнительной пружины в исследованной виброударной системе оказывает 
меньшее влияние на характер динамического процесса по сравнению с изменением вели-
чины выбираемого зазора. 

4. Для отстройки от субгармонических режимов на этапе проектирования ре-
комендуется использовать варьирование такого параметра как величина выбираемого за-
зора до срабатывания дополнительной пружины. 

На дальнейшее исследование выносится определения влияния массы груза, величи-
на которой является переменной и определяется не предварительно заданным законом, 
как было ранее [8], а на основании количества энергии, которое затрачено системой на 
разрушение технологического груза, т.е. путем моделирования связанных процессов 
движения виброударной системы и частичного разрушения технологического груза. 
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