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АННОТАЦИЯ В статье исследуются собственные частоты и соответствующие им собственные формы многомассовой 

системы. В качестве расчетной была выбрана система с 3мя степенями свободы. Исследования выполняются на основе 

функции Рэлея. В то же время результаты расчета сравниваются с решением, полученным методом Даламбера. В 

процессе расчета была выполнена оценка влияния жесткости всех упругих и массовых элементов. Построены зависимости 

решений от изменения входных параметров, выполнен анализ результатов.  
Ключевые слова: Свободные колебания, динамическая система, собственные частоты, собственные формы колебаний, 

функция Рэлея, чувствительность. 
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ABSTRACT The article investigates the natural frequencies and the corresponding mode shapes multimass own system. The review, 

which shows the current situation in the field of study of free oscillations using Rayleigh method. In the above operation was 

calculated as the chosen system with 3 degrees of freedom. A mathematical apparatus for the study of the dynamic characteristics of 

dynamic multibody systems. Research carried out in an analytical form based on the Rayleigh function with the Maple. At the same 

time, the calculation results are compared with the solution obtained by d'Alembert. The results are presented in the form of a 

surface in three-dimensional space, which describes the function of the Rayleigh solutions to such figure are orthogonal to each 

other. It also provides cross-section of the figure in the sections, in which the minimum of the function (1st natural frequency), a 

saddle point (2nd natural frequency) and a maximum function (third natural frequency) in the polar coordinate system. By varying 

the stiffness characteristics of the inertial-changing spectrum of natural frequencies and natural modes. This represents the interests 

of the development of methods of operational analysis of the reaction spectrum of the natural vibration frequencies and their own 

forms of vibrations to such variation. This was shown in the presented article. They were built according to decisions on the change 

of the input parameters. The analysis of the results. The paper also set goals for further research. 

Keywords: Free vibration analysis, dynamic system, eigen mode, Rayleigh function, sensitivity 

 

Введение 

 

Как известно [1], основными динамическими 

характеристиками многомассовых механических 

систем является спектр собственных частот 

колебаний и набор собственных форм колебаний.  

Многие авторы и в настоящее время исследуют 

спектр собственных частот и собственных форм 

колебаний с использованием различных методов. 

Например, в работе [2] авторы исследуют указанные 

характеристики для прямоугольных пластин с 

использованием функций Бесселя. А в работе [3] 

исследуются динамические характеристики стержней 

с функционально-зависимым материалом. Другие 

авторы [4] также применяют метод Рэлея-Ритца для 

исследования колебаний прямоугольных пластин с 

вырезами. Также встречаются работы, в которых 

авторы используют метод Рэлея-Ритца, чтобы 

получить динамическую модель для анализа 

свободных колебаний круговой цилиндрической 

оболочки [5]. Метод Рэлея-Ритца также используется 

для определения характеристик расположения 

упругой точки опоры, чтобы получить минимальную 

жесткость на второй частоте незакрепленной 

прямоугольной пластины, которая обычно 

представляет собой верхний предел первой частоты 

при одном закреплении [6]. Особенностью решения 

таких задач является то, что оно имеет периодическое 

решение [7]. 

Однако в литературе не встречаются работы, в 

которых авторы управляют собственными формами 

системы для улучшения динамических характеристик 

машиностроительных конструкций.  

При варьировании инерционно-жесткостных 

характеристик (ИЖХ) изменяется и спектр 

собственных частот колебаний, и собственные формы 
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колебаний. В связи с этим представляет интерес 

разработка методов оперативного анализа реакции 

спектра собственных частот колебаний и собственных 

форм колебаний на такое варьирование. Это 

составляет цель данной статьи 

 

Постановка задачи 

 

В ряде работ [8] для анализа 

чувствительности собственных частот колебаний 

динамической системы на варьирование ее 

инерционно-жесткостных характеристик предложен 

способ линеаризации поверхности отклика по т.н. 

«реперным» решениям. Они представляют собой 

точные решения задачи об определении собственных 

частот колебаний при конечном варьировании 

инерционно-жесткостных характеристик. В работах 

[9, 10] этот подход распространен и на собственные 

формы колебаний. 

В данной работе на примере многомассовой 

динамической системы линейной структуры (рис. 1) 

описан подход, алгоритмы и установлены 

особенности изменения собственных частот 

колебаний и собственных форм колебаний при 

варьировании инерционно-жесткосных характерис-

тик. 
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Рис. 1 – Многомассовая динамическая система 

 

Методика исследования 

 

Рассматриваемая система описывается при 

помощи обыкновенных дифференциальных 

уравнений вида 
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Для частного решения такой системы 

 

 tx  sin    (5) 

 

можно получить систему уравнений для определения 

собственных частот колебаний и собственных форм 

колебаний: 
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Для решения (6), т.е. определения собственных 

частот колебаний i  и соответствующих форм i , 

можно использовать либо методы линейной алгебры 

[11], либо метод с использованием функции Рэлея: 
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В (7) ищется минимум R  на псевдосфере 
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 , а затем – условные минимумы, на которых 

)( j

se
 , нормальны всем предыдущим их наборам 

mn
 , 

 1,...,1  sm . 

В работе с применением и первого, и второго 

способа предлагается определять собственные 

частоты колебаний и собственные формы колебаний, 

причем отличительной способностью является способ 

задания степени варьирования инерционно-

жесткостных характеристик. Так, предлагается 

элементы матрицы масс и жесткостей изменять с 

использованием параметров q  и r : 
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где параметры с индексами «
0

» соответствуют 

номинальным значениям инерционно-жесткостных 

характеристик, а параметры 
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Тогда, введя в рассмотрение безразмерные 

характеристики 
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можно путем изменения всех компонент массивов 
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  в интервале 










2
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rq  

охватить все множество возможных сочетаний 

инерционно-жесткостных характеристик, а массивы 

параметров  T

N
 ,...,

1
  и  

ij
   отразят степень 

реакции динамической системы на варьирование 

инерционно-жесткостных характеристик. 

 

Численные результаты. 

 

Оба предложенных способа анализа 

собственных частот колебаний и собственных форм 

колебаний многомассовой системы на варьирование 

ее динамических характеристик получили 

программную реализацию в среде Maple. В качестве 

исходных данных фигурируют: число степеней 

свободы N  системы; массы 
0i

m  и жесткости 
0i

C , а 

также наборы q , r  (или интервалы изменения). На 

выходе – параметры 
0i

 , 
0ij

  для системы с 

номинальными параметрами и массивы  ,  . 

На рис. 2 - 8 представлены результаты решения 

ряда задач с линейным варьированием инерционно-

жесткостных характеристик в окрестности их 

номинальных значений: 
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Имеется ввиду, что на рис. 2 – 8 функция R  и 

ее сечения представлены в своих главных 

координатах. 
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Рис. 2 – Внешний вид функции R  при варьировании 

жесткости 1й пружины 
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Рис. 3 – Изменение характерного сечения в плоскости 

21
,   3х мерной фигуры при варьировании 

жесткости 1й пружины 
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Рис. 4 – Изменение характерного сечения в плоскости 

32
,   3х мерной фигуры при варьировании 

жесткости 1й пружины 

 

На рис. 3 - 8 отражены характерные 

трансформации сечений функции Рэлея при 

варьировании параметров q , r . 

Анализ полученных результатов 

свидетельствует, с одной стороны, о достаточно 

существенном изменении  ,   при стремлении 

0q , 0r , 
2


q , 

2


r , а с другой –  
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Рис. 5 – Изменение характерного сечения в плоскости 

21
,   3х мерной фигуры при варьировании 

жесткости 2й пружины 
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Рис. 6 – Изменение характерного сечения в плоскости 

32
,   3х мерной фигуры при варьировании 

жесткости 2й пружины 

 

о практически линейном характере такого изменения 

в окрестности 
4


q , 

4


r . 

 

Выводы 

 

Из полученных результатов можно сделать 

вывод о применимости линеаризации динамических  
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Рис. 7 – Изменение характерного сечения в плоскости 

21
,   3х мерной фигуры при варьировании 

жесткости 2й пружины 
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Рис. 8 – Изменение характерного сечения в плоскости 

32
,   3х мерной фигуры при варьировании 

жесткости 2й пружины 

 

характеристик многомассовых систем (т.е. их 

собственных частот колебаний и собственных форм 

колебаний) в окрестности точки параметрического 

пространства с номинальным их набором. 

В дальнейшем планируется применить 

предложенный подход к стержневой системе и 

показать, как будут меняться собственные частоты и 

собственные формы при варьировании инерционно-

жесткостных характеристик такой системы. 
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