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СИНТЕЗ ПАРАМЕТРОВ АСТАТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 
ДВУХМАССОВЫМИ ЭЛЕКТРОПРИВОДАМИ С ЗАДАННОЙ СТЕПЕНЬЮ УСТОЙЧИВОСТИ И 
МИНИМАЛЬНОЙ КОЛЕБАТЕЛЬНОСТЬЮ

Введение. При проектировании современных и модернизированных действующих электроприводов основ-
ной задачей является точное воспроизведение заданных законов движения исполнительных органов машины и
ограничение динамических нагрузок. Для электроприводов, работающих в режиме стабилизации скорости, при-
меняются двухкратноинтегрирующие системы автоматического управления (САУ). При возмущении по нагруз-
ке такие САУ обеспечивают нулевой статизм и являются астатическими. Отработка возмущающих и управляю-
щих воздействий астатической САУ сопровождается возбуждением в электромеханической системе (ЭМС) при-
вода технологических машин упругих механических колебаний. Колебания координат электропривода приводят
к отклонению переходных процессов от предписанных технологией и способствуют росту дополнительных ди-
намических нагрузок на электрическое и механическое оборудование. Известны научно-исследовательские ра-
боты по ограничению, подавлению фильтрацией и компенсации влияния упругих механических колебаний в
электроприводе, но для астатических систем автоматического управления двухмассового электропривода вопро-
сы синтеза остаются актуальными.

Постановка задачи. При выборе параметров регуляторов при настройке контуров регулирования оптими-
зируется колебательность привода на основании статизма моментной характеристики  ω =  f(M) и типовые на-
стройки контуров регулирования приводов постоянного и переменного тока осуществить невозможно [1, 2].

Задачи синтеза  таких систем автоматического управления при существенном влиянии упругих  звеньев
электромеханических систем решаются на основании общих принципов формирования переходных характери-
стик [3, 4]. Если исходить из практической целесообразности, то на основании принципа электромеханической
совместимости [5] при существенном влиянии упругих механических колебаний возможно осуществить синтез
параметров астатической САУ заданной степени устойчивости и минимума колебательности ЭМС.

Динамические свойства двухмассовой механической части характеризуются частотой свободных колеба-
ний и коэффициентом распределения инерционных масс

Ω12=√C12

(T M 1+T M 2)

T M 1T M 2

, (1)

γ =
(T M 1+T M 2)

T M 1

. (2)

Задача решается применительно к электроприводам постоянного и переменного тока при линеаризации ха-
рактеристик двигателя и элементов САУ, учете ограничений по перегрузочной способности двигателя, при до-
пущении отсутствия трения в механических передачах и движения без размыкания зазоров.

Материалы исследований. При высоком быстродействии контура тока (момента) и при условии Ту >> T

[2]  при  использовании  пропорционально-интегрального  регулятора  скорости  с  τ >> T [6]  для  ЭМС  с

1,05 <   < 1,5 передаточная функция контура регулирования тока (момента) для относительных единиц пред-
ставляется

W KT( p)=1,0 , (3)

где  Ty = 1 / Ω12 – постоянная времени упругих колебаний;  T – малая некомпенсируемая постоянная времени;
τ – постоянная интегрирования регулятора скорости.

Структурная схема с учетом допущений для общепринятых обозначений приведена на рис. 1. Структурная

схема линеаризованной ЭМС определена следующими параметрами: TM1 = J1ωН / MН  механическая постоянная

времени первой масс электромагнитной подсистемы; TM2 = J2ωН /  MН  механическая постоянная времени пер-

вой масс электромагнитной подсистемы; TC = 1 / c12  постоянная времени, характеризующая упругость звеньев

механической передачи;  c12 =  C12ωН /  MН  относительное значение коэффициента жесткости упругого звена
двухмассового электропривода; КРС – коэффициент усиления пропорциональной части пропорционально-инте-
грального регулятора скорости; τ – постоянная времени интегрирования регулятора скорости астатической САУ.

САУ двухмассовым электроприводом на основании про-
цедуры разделения ЭМС [3, 5] представим в виде двух отдель-
ных (парциальных) подсистем – упругой механической подси-
стем (МП) и связанной с ней электромагнитной подсистемой
(ЭП). МП при допущении отсутствия диссипативных элемен-

тов ξМП=ξ12=0 обладает свойствами консервативного звена с
передаточной функцией
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Рис. 1 Структурная схема астатической САУ
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где Ty = 1/Ω12, а Ω12 определена в (1).
ЭП при указанных допущениях и учете (3) аппроксимируется колебательным звеном с передаточной функ-

цией

W ЭП( p)=
КРС (τ р+1)

Т М 1τ р
2+τ К РС р+К РС

, (5)

которое для канонической формы характеризуется в динамике частотой свободны колебаний

ΩЭП

2 (p )=
К РС

Т М 1τ
(6)

и, соответственно, коэффициентом демпфирования

ξЭП=ξД=
1

2

√К РСτ

Т М 1

 (7)

Для анализа процессов демпфирования упругих механических колебаний достаточно рассмотреть свобод-
ное движение полной (составной) ЭМС при связанности подсистем, которое описывается характеристическим
уравнением

Q(p)=γ Т М 1τ Т у

2
р

4+γ KPC τ Т у

2
р

3+γ (Т М 1τ +К PC Т у

2) р
2+КPCτ p+КPC=0 (8)

Анализ  характеристического  уравнении в  форме абсолютных величин параметров (8)  оказывает,  что в
электродвигателе системы осуществляется связь механического движения привода (4) с электрическими про-
цессами в системе автоматического управления (5) и наоборот [7]. Усиление электромеханической связи в аста-
тической САУ осуществляется посредством оптимизации динамической жесткости механической характеристи-

ки  = f(M) и проявляется на способности электропривода демпфировать упругие механические колебания при
восстановлении отклонения скорости  двигателя  в динамике при  приложении и сбросе нагрузки  (с  нулевой
ошибкой). Существенность электромеханической связи определяется «близостью» друг друга частот парциаль-
ных ЭП и МП, когда колебания МП «раскачивают» ЭП и в результате эффекта взаимодействия энергия упругих
колебаний из МП целиком (без остатка) отводится ЭП [8]. 

При взаимодействии парциальные частоты в зависимости от преобладающего вида связи (упругая или
инерционная) [8] «раздвигаются» или «сближаются». Формально это необходимое условие оценки степени вза-
имодействия подсистем можно записать в виде [5] 

Ω12

2 =KB ΩЭП

2
, (9)

где КВ – коэффициент электромеханического взаимодействия и квадраты частот взяты для избавления от ради-
калов в записи параметров, а физически оценивают энергетику процесса отвода и преобразование энергии коле-
баний.

Критерий (9) близости по существу отражает условие связанности и существенности взаимодействия под-
систем. Характер процессов отвода и преобразования энергии упругих колебаний в ЭП – как реакции на возбу-
ждение колебаний – должен быть таким, чтобы исключить переход энергии в обратном направлении (от ЭП к
МП). Это условие (достаточное) требует и строго определенной скорости затухания колебаний – при «раскачи-
вании» ЭП со стороны МП колебания в ЭП должны затухнуть не ранее и не позднее момента полного извлече-
ния энергии упругих колебаний из МП. Физически это означает, что в таком особом случае время отвода энер-
гии из МП в точности соответствует времени ее преобразования в ЭП. Это условие диктует временные (фазо-
вые) соотношения в процессах взаимодействия подсистем при колебаниях.

Скорость затухания характеризуется относительным коэффициентом затухания

ξ
ЭП

=ξ
Д
=

α ЭП

ΩЭП

. (10)

Обобщенные показатели (9), (10) процессов электромеханического взаимодействия с оптимальным демп-
фированием упругих колебаний в ЭМС можно выразить через параметры ЭП и МП, которые приняты в каче -
стве исходных

{K
B
=

Ω12

2

ΩЭП
2

=τ
T M 1

K PC T y
2

;

ξ
Д
=

α ЭП

ΩЭП

=1

2 √ КРС τ
Т

М 1

.

(11)

(12)

При совместном рассмотрении (11) и (12) устанавливаются соотношения взаимосвязи параметров исход-
ной структурной схемы с обобщенными показателями процессов электромеханического взаимодействия

{τ =2√KB ξД T y ;

T M 1

K
PC

=
√K BT y

2 ξ
Д

.

(13)

(14)
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Практическая ценность полученных соотношений заключается в том, что установлена взаимосвязь пара-
метров ЭП и МП в форме обобщенных показателей и соотношения позволяют осуществить выбор оптимальных

по критерию затухания параметров в функции КВ и Д.
Если учесть форму нормирования по обобщенным показателям (11), (12) характеристического уравнения

ЭМС (8), его можно представить в следующем виде

Q(p)=γ K BТ у

4
р

4+2γ √K B ξД Т у

3
р

3+γ (1+K B)Т у

2
р

2+2 √K B ξД Т у р+1=0 . (15)

Характер процессов демпфирования упругих механических колебаний определяется распределением кор-

ней уравнения (15), которое формируется в зависимости от обобщенных показателей КВ, Д и . Постоянная вре-
мени Ту является масштабом длительности переходных процессов. Обобщенные показатели имеют физический
смысл, имеют граничные значения для того или иного класса электроприводов, упрощают анализ характеристи-
ческого уравнения и позволяют судить о динамических качествах полной ЭМС (15) по свойствам отдельных
подсистем и видам связи между ними (11), (12).

Из уравнения (15) также следует, что ЭМС не имеет чисто мнимых корней и при  > 1,0, Д > 0, КВ > 0 обла-
дает значительным запасом устойчивости. В результате электромеханического взаимодействия МП утрачивает
свойства недемпфированного колебательного звена (4) и в общем случае с учетом свойств ЭП отвода и преоб-
разования энергии колебаний МП с рассеянием или возвратом в сеть процессы в ЭМС можно представить в
практическом плане характеристическим уравнением эталонного вида

Q (p)=(Т 0

2
р

2+2 ξЭТ 0 р+1)(Т 0

2
р

2+2 ξМ Т 0 р+1)=0 . (16)

Уравнение (16) описывает реальные процессы отвода и преобразования энергии в системе с вносимым

демпфированием  М при взаимодействии колебательных звеньев фактически при неполной тождественности,

когда М  Э. Так как в качестве исходной парциальной подсистемы принимается консервативная МП (12 = 0),

то «вносимое» в ЭМС со стороны ЭП демпфирование (0 <  М < 1,0)  в результате эффекта взаимодействия
(для такого неблагоприятного варианта) будет являться количественной оценкой степени затухания упругих ме-
ханических колебаний за счет демпфирующего действия собственно электропривода.

Реализация процессов демпфирования упругих механических колебаний эталонного вида (16) возможна в
полной ЭМС, когда в нормированном уравнении (15) выбором параметров обеспечивается

КВ=γ , (17)

и в ЭМС будут происходить колебания одной частоты 

ΩЭО=ΩМО=Ω0 , (18)

которое можно выразить через постоянную времени 
Т 0=1 /Ω0=√γ Т y . (19)

Последовательная декомпозиция характеристического уравнения (15) в виде (16) требует выполнения соот-
ношений для необратимого преобразования энергии 

{ ξ
Э
+ξ

М
=ξ

Д
;

ξЭξМ=
(γ −1)

4
.

(20)

(21)

Все условия (17)-(21) получены из сопоставления коэффициентов при соответствующих степенях характе-
ристического нормированного и эталонного уравнений.

При оптимизации нас естественно интересует вносимое демпфирование М, и с целью нахождения экстре-
мума функции демпфирующего действия электропривода производим анализ системы уравнений (20),  (21).

Если выразить из (20) коэффициент демпфирования процессов Э в связанной ЭП (в составе ЭМС) и произвести
подстановку в (21) получим следующее уравнение одной переменной

ξД ξМ−ξМ

2 =
(γ −1)

4
. (22)

Для удобства анализа обозначим функцию вносимого демпфирования в зависимости от параметров ЭП и
МП в виде

F (ξМ )=−ξМ

2 +ξД ξМ−
(γ −1)

4
. (23)

и исследуем ее на экстремум.
Функции F(ξM) определена в области параметров ЭМС

0<ξД <2,0 ;

1,0<γ ≤5,0 .
(24)

Границы изменения параметров (24) соответствуют физическим соображениям о характере процессов в

особом случае (20),  (21) и необратимого преобразования отвода энергии при колебаниях – 0 <  М < 1,0 и  

0 < Э < 1,0. Тогда первая производная функции (23)

F
(ξ М)=−2ξМ+ξД , (25)

а значения переменной М при которых функция (23) имеет экстремум (минимум или максимум) находится из
условия [9] равенства ее производной (25) нулю
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−2 ξМ+ξД=0 . (26)

Величины возможных коэффициентов демпфирования (вносимого в МП), при которых функция достигает
экстремума, находим из (26)

ξМ=
1

2
ξД . (27)

Вторая производная функции (23) определяется основании (25) и имеет значение 

F
//(ξМ)=−2 (28)

Анализ поведения функции F(ξM) вблизи корня (27) показывает, что она меняет знак с положительного на
отрицательный, поэтому при отрицательном значении (28) второй производной квадратичная функция имеет
экстремум – максимум. 

Подстановка М из (27) в уравнение (22) определяет оптимальную величину коэффициента демпфировании
отдельной (парциальной) ЭП, которая определяет ординату вершины параболы F(ξM)

ξД=√γ −1 . (29)

Искомая зависимость величины вносимого демпфирования  М в экстремальном случае гашения электро-
приводом упругих механических колебаний определяется как результат подстановки (29) в (27) и имеет следую-
щий вид

ξM=
1

2
√γ −1 . (30)

Из системы уравнений (20), (21) при подстановке найденного при исследовании на экстремум функции

(23) коэффициента «вносимого» демпфирования М (30) для области значений параметра  (30) получаем выра-
жение для коэффициента демпфирования колебаний в ЭП для предельного случая максимума затухания упру-
гих колебаний

ξЭ=
1

2
√γ −1 (31)

Выводы. Полученные результаты исследования показывают, что максимум демпфирующего эффекта элек-
тропривода при астатическом регулировании достигается при соблюдении соотношений для обобщенных пока-
зателей

{ KB=γ ;

ξД=√γ −1.
(32)

Для экстремального случая (32) максимума демпфирующего эффекта электропривода определим влияние
параметров ЭМС на степень устойчивости и колебательность (при астатическом регулировании). С этой целью
находим корни характеристического уравнения (16)

p1,2= p3,4=−α ± j β=−√γ−1

2
⋅ 1

√γ T y

± j
√5−γ
2√γ T y

. (33)

Степень  устойчивости  ЭМС физически  означает  способность  электропривода рассеять  (преобразовать)
энергию упругих колебаний и для комплексно-сопряженных кратных корней (33) определяется в виде соотно-
шения

η0=|α min|=
√γ −1

2
⋅ 1

√γ T y

=√γ −1

2
⋅
Ω12

√γ . (34)

Колебательность ЭМС в экстремальном случае демпфирования упругих колебаний при астатическом регу-
лировании как следует из (33)

μ 0=|
β
α |=√ 5−γ

γ −1
. (35)

Заданная степень устойчивости (34) и минимальна колебательность координат ЭМС (35) достигается при
колебаниях одной частоты

Ω0=
1

2
√γ −1⋅

Ω12

√γ . (36)

Сравнение показателей (34), (35), (36) астатической системы автоматического управления и показателей
при регулировании процессов в статической САУ показывает, что предельное демпфирование в астатической
САУ достигается при частоте в  √γ раз ниже. Это обстоятельство практически расширяет диапазон возможных

оптимальных параметров при синтезе САУ облегчает реализацию в системе демпфирующих свойств электро-
привода при упругих механических колебаниях.

Обеспечить показатели процессов демпфирования упругих колебаний для экстремального (предельного)
случая можно за счет выбора параметров (13, (14). При подстановке оптимальных величин обобщенных показа-
телей (32) в соотношения взаимосвязи параметров (13), (14) дает следующие зависимости для настройки регу-
ляторов САУ:

 регулятор скорости
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K
PC

=
2T M 1

T
y

⋅√γ −1
γ ; (37)

τ=2 √γ (γ −1)T y ; (38)

 контур регулирования тока (момента) требует настройки на максимум быстродействия по критерию «мо-

дульный» оптимум с некомпенсируемой постоянной времени Т << Ty.
Результаты данных теоретических исследований проверялись путем моделирования – на рис. 2 приведены

графики переходных процессов упругого момента МУПР и 2 для режима ударного приложения нагрузки, полу-
ченные на математической модели в пакете Matlab Simulink для относительных единиц. 

Рис.2. Графики переходных процессов для режима ударного приложения нагрузки для типовых (1) и
оптимальных (2) настроек САУ

При наладке электропривода в промышленных условиях полученные соотношения использовались в каче-
стве базовых для определения границ области усиления электромеханической связи [10].
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