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In work the losses on friction in a linkage cylindrical tooth-direct  of sprockets, cut 

by the tool with an initial outline outlined by any curve are certain(determined).    

Потери на трение в зацеплении существенно влияют на экономические 

показатели передаточных механизмов приводов машин. Поэтому важными 

являются исследования по определению этих потерь для передач 

зацеплением и, в том числе, для прямозубых цилиндрических передач. 

Создание передач с высокими критериями работоспособности неразрывно 

связано с исследованиями потерь в зоне контакта рабочих поверхностей и с 

проблемой многокритериального синтеза машиностроительных конструкций 

[1]. 

Для эвольвентных цилиндрических зубчатых передач потери в 

зацеплении глубоко исследованы в работах [2,3]. Однако полученные в этих 

работах результаты использовать при определении потерь в зацеплении 

прямозубых цилиндрических колес с геометрией зубьев, отличающейся от 

геометрии эвольвентных зубьев, не представляется возможным. Целью 

статьи является определение потерь на трение в зацеплении прямозубых 

цилиндрических колес, нарезанных инструментом с исходным контуром, 

очерченным произвольной кривой.  

Потери в зацеплении зависят от коэффициента трения скольжения в 

зоне контакта зубьев, который можно определить в соответствии с 

рекомендациями [4,5] и который зависит от геометрокинематических 

критериев зацепления таких, как приведенная кривизна контактирующих 



поверхностей, относительная скорость в зоне контакта зубьев, суммарная 

скорость качения. В дальнейшем будем полагать, что коэффициент трения 

скольжения в зоне контакта зубьев прямозубых цилиндрических колес 

определяется в соответствии с данными работ [4,5] и зависит от положения 

зоны контакта в поле зацепления. 

Рассмотрим прямозубые цилиндрические зубчатые колеса, нарезанные 

инструментальной рейкой, уравнение поверхности зубьев которой в 

связанной с ней системе координат (
nn

ZO – направлена параллельно осям 

колес) имеет вид  
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где 
21

ff ,  – произвольные функции, определяющие геометрию 

исходного контура реечного инструмента; ,  – независимые параметры (в 

дальнейшем параметр  в обозначениях соответствующих функций и их 

производных будем опускать). 

Уравнение станочного зацепления при нарезании зубьев шестерни 

можно представить [6] так  
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где 
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R  – радиус делительного цилиндра шестерни; 
1
 – угол поворота 

шестерни вокруг своей оси; 
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производные функций 
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При использовании (1) и (2) получаем уравнение поверхности 

станочного зацепления в неподвижной системе координат (ось OZ  

направлена параллельно осям колес) 
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Записывая (3) в системе координат, связанной с шестерней (ось 
11

ZO  

направлена по оси шестерни), имеем уравнение поверхности ее зубьев 
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В системе координат, связанной с шестерней, значения проекций 

единичных векторов к профилям зубьев, будут равны [7]:  

– нормали  
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 – проекции единичных векторов 

нормали и касательной к профилям зубьев рейки (1) на оси неподвижной 

системы координат; 
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Запишем так же значения геометрокинематических критериев, от 

которых зависит коэффициент трения скольжения в зацеплении [4,5]. 



Приведенная кривизна рабочих поверхностей зубьев с использованием 

[6] равна 
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где 
2

R  – радиус делительного цилиндра колеса; 
'

2
 – производная функции 

2
 и . 

Относительная скорость для внешнего зацепления колес с 

использованием [6] имеет значение 
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где 
1
 – угловая скорость шестерни; u  – передаточное число зубчатой 

передачи. 

Суммарную скорость качения с использованием [6] представим в виде  
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Переходим теперь к определению коэффициента потерь на трение в 

зацеплении. Мощность сил трения на контактной линии при соnst
1

 

равна 
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где 
n

F  – сила в зацеплении, направленная по нормали к поверхности зубьев; 

f  – коэффициент трения скольжения, определяемый в соответствии с 



рекомендациями [4,5] при значениях геометрокинематических критериев 

(7),(8),(9).  

Мощность на валу шестерни можно представить в виде  

 

1Z

11n1

1Z

11n11
rfFerFP
_

,  (11) 

 

где 
1Z

11
er  – проекция векторного произведения единичного вектора 

нормали 
1

e  с координатами (5) и вектора 
1

r  с координатами (4) на ось 

шестерни; 
11

r  – проекция векторного произведения единичного вектора 

1
 с координатами (6) и вектора 

1
r  с координатами (4) на ось шестерни; 

минус – для дополюсной зоны зацепления, плюс – для заполюсной зоны 

зацепления. 

Используя (4),(5),(6) и (11), получаем  
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Из (10) и (12) мгновенный коэффициент потерь на трение равен  
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Анализ показывает, что для реальных значений функций 
1

f  и 
2

f  и их 

производных второе слагаемое знаменателя выражения (13) не оказывает 

существенного влияния на величину коэффициента потерь на трение. С 

учетом данного положения из (8) и (13) следует 
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Из соотношения (14) следует, что в общем случае мгновенный 

коэффициент потерь на трение изменяется при переходе от одной 

мгновенной контактной линии к другой, поскольку в этом случае изменяются 

f , функции 
21

ff ,  и их производные. Выражение (14) является более общим 

в сравнении с результатом работ [2,3] и может быть использовано при 

определении коэффициента потерь в случае нарезания колес инструментом с 

исходным контуром, очерченным произвольной кривой.  

Для нахождения суммарных потерь на трение необходимо определить 

потери мощности на преодоление трения за время поворота шестерни на 

угловой шаг. Равный 
1

Z
2 , где 

1
Z  – число зубьев шестерни. При этом 

выделим при повороте шестерни зону двухпарного и однопарного 

зацеплений. Пусть угол шестерни, соответствующий зоне двухпарного 

зацепления изменяется в пределах 
22121

, а угол, соответствующий 

зоне однопарного зацепления, в пределах 
02101

. Эти пределы можно 

найти, используя уравнение зацепления (2) при крайних значениях 
1

f , 

определяемых из соотношений  
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где 
2a1a

RR ,  – радиусы вершин зубьев шестерни и колеса. 

Тогда суммарная работа сил трения при повороте шестерни на угловой 

шаг с использованием (10) будет равна  
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где 
2n1n

FF ,  – силы действующие на ножку и головку зуба шестерни в зоне 

двухпарного зацепления. 

В первом приближении можно положить, что сила, действующая в 

зацеплении, делится пополам между одновременно контактирующими 

парами зубьев, как это принято в работе [2] при определении коэффициента 

потерь на трение в эвольвентном зацеплении.  

Значения составляющих работы сил трения на ножке и головке зуба 

шестерни будут различными даже при 
2n1n

FF , поскольку 
12Vf ,  для 

головки и ножки зуба будут отличаться по своей величине. 

Если крутящий момент на валу шестерни 1T , то с учетом равенства (12) 

без второго слагаемого получаем  
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а суммарная работа крутящего момента при повороте шестерни на угловой 

шаг 
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Тогда при 
2n1n

FF  с учетом (8),(16),(18) получаем значение 

коэффициента потерь на трение в зацеплении 

  

1

1

Г

22

21
21

2
1

02

01
21

2
1

Н

22

21
21

2
1

з

R
Z

2

d
ff

nff
50d

ff

nff
d

ff

nff
50

u

1u
''''''

'

,,

 , (19) 



где индексом ,,H” – обозначены значения для ножки, индексом ,,Г” – 

значения для головки зуба шестерни. 

Выводы: 1. Получено значение коэффициента потерь на трение в зацеплении 

прямозубых цилиндрических колес, зубья которых нарезаны инструментом с 

исходным контуром, очерченным произвольной кривой. 

 2. Результаты статьи можно использовать при сравнительном анализе 

потерь на трение в зацеплении колес с различной геометрией зубьев. 
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