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Из (4) определяем, что 1 / cos 2 / /(1 )W nz a m uβ = + , а, следовательно, 
 

3
1sin 0,5 ( (1 ) // ) WW nWa a m u aββ πε= + .                              (6) 

 

Задавая желаемые значения коэффициенту осевого перекрытия βε , по 
(6) определяем необходимое значение угла наклона зубьев β  проектируемой 
передачи и далее находим расчетное значение числа зубьев шестерни 

 

( )23
1 12 /(1 ) 1 0,5(1 ) ( / ) /p m W mz a u u a a aβπε= + − + ,                   (7) 

 

где /m W na a m= . 
Однако, принимая во внимание, что переменная 1z  является величиной 

целой, можно сделать вывод, что решение уравнения (7) возможно только в 
отдельных случаях. 

Использование зависимости (7) для зубчатой передачи из [2] позволяет 
определить значения 1pz =22,05 и 1pz =21,49 для обеспечения значений 

βε =1,0 и βε =2,0, соответственно. Становится ясно, почему в [2] (в проект-
ном расчете) автор принял «число зубців шестерні 1 21z = ». 

Выводы. Таким образом, в общем случае обеспечить выполнение усло-
вия (1) для цилиндрической передачи невозможно. 

В общем случае можно ставить только задачу о проектировании цилин-
дрической зубчатой передачи, для которой  

 

Цβε − ≤ Δ ,                                                   (8)  
где Δ  – малое число. 
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ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ТОЧЕК 
КОНТАКТА В ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ПЕРЕДАЧАХ НОВИКОВА 
ДЛЗ С АРОЧНОЙ ФОРМОЙ ЗУБЬЕВ 
 

У статті на основі лінійних дериваційних формул Вейнгардена та класичної теорії зубчастих пе-
редач з зачепленням Новікова знайдено ГМТ точок контакту як функції радіус-векторів спряже-
них поверхонь. Для циліндричних арочних передач Новікова ДЛЗ цей результат дає можливість 
за рахунок варіації подовжньої кривої та параметрів вихідного контуру ріжучого інструменту ре-
гулювати осьове зміщення точок контакту, що належать одному зубу, тобто на стадії проекту-
вання регулювати коефіцієнт перекриття. 
 

Постановка проблемы в общем виде и связь ее с научным заданием. 
Конфигурация арочного зуба по высоте формируется исходным контуром ин-
струментальной рейки в обкаточном движении, а по длине – как кинематиче-
ской наладкой зуборезного станка, так и расположением резцов на резцовой 
головке. Форма зуба по длине изменяется и образует кривой зуб типа арки, 
что позволяет более эффективно использовать зацепление Новикова, особен-
но с двумя линиями зацепления (ДЛЗ). Нарезание зубьев арочной формы 
производится [1, 2] с помощью резцовых головок, и поэтому шаг зацепления 
в осевом направлении носит переменный характер. Появляется возможность 
за счет вариации продольной кривой зуба улучшать работоспособность и 
долговечность передачи. 

Анализ последних достижений и публикаций, в которых намечены 
пути решения поставленной проблемы. В [3] показано, что если продоль-
ная кривая –круг, то достигается простота изготовления. В [2] исследуется 
вопрос выбора кривой арки в виде эллипса, при этом индикатрисы Дюпена в 
номинальной точке контакта не пересекаются, практически всегда осущест-
вим контакт зубьев. Кроме этого, в [6] показано, что выбор продольной кри-
вой в виде спирали Архимеда дает возможность производить меньшую вели-
чину проточки в средней части шеврона, а если эта кривая – циклоида, то 
осуществима возможность общей линии в контакте, возникает квазилиней-
ный контакт сопряженных поверхностей с продольной приведенной кривиз-
ной равной нулю. В этом случае размеры мгновенных площадок контакта по 
длине являются максимально возможными, однако, как показано в [4], в по-
добных случаях зацепление имеет наибольшую чувствительность к погреш-
ностям относительного положения колес и требуется введение продольной 
модификации зубьев.  
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Выделение нерешенных ранее частей проблемы. Для арочных цилин-
дрических передач Новикова с двумя линиями зацепления при всем разнооб-
разии выбора продольной кривой не разработана методика, которая гаранти-
рует, еще на стадии проектирования, наличие двухточечного контакта в лю-
бой фазе зацепления. 

Цель статьи. Разработать критерий нахождения номинальной точки 
контакта при произвольном выборе продольной кривой арки. 

Решение. Пусть имеется цилиндрическая зубчатая передача, для кото-
рой справедливо соотношение 

0=pV
r

, 
и, стало быть, 

pba rV
rrr

×Ω= .    (1) 
 

Здесь мы пользуемся терминологией статьи [7]. Проведем через некото-
рую точку M  контакта зубчатых поверхностей аП  и bП  секущую плоскость 
перпендикулярно вектору Ω . Сечение поверхности зуба аП  этой плоскостью 
дает некоторую кривую линию 1Г , сечение поверхности bП  – линию 2Г . 

Эта же плоскость пересекает ось pv zO  в некоторой точке P′ , которую бу-

дем называть полюсной, на расстоянии constz p = . Пусть 1S  – длина дуги ли-

нии 1Г , 2S  – линии 2Г . Тогда уравнения этих линий 1Г  и 2Г  при данном 
положении зубчатых колес соответственно будут 

 
    ( )111 Srr pp

rr
= ; 

( )222 Srr pp
rr

= .    (2) 
 

Если теперь для того же положения зубчатой передачи взять другое се-
чение плоскостью constz p = , то линии 1Г  и 2Г  как-то изменятся, сообразно 
чему изменятся и уравнения (2). Иначе говоря, поверхности зубьев аП  и bП  
мы соответственно представим в виде ( )ppp zSrr ,111

rr
= ; ( )ppp zSrr ,222

rr
= . 

Единичный вектор нормали на этих поверхностях соответственно будет 
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∂
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∂
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r
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N
∂

∂
×
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∂
=
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2
λ ,    (3) 
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где aλ  и bλ  – нормирующие до единичной длины множители. В точке каса-
ния M  поверхностей аП  и bП  векторы aN

r
и bN

r
 должны совпадать, т.е. 

 

p

pp
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p

pp
a z

r
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r

z
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∂
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21
λλ . 

 
Используем линейные деривационные соотношения: 

 

av
dt

dS
dt

dS
−= λ

λ
ν

ν ττ ;   (41) 

bv
dt

dS
dt

dS
−= λ

λ
μ

μ ττ .   (42) 
 

Вычитая равенства (41) и (42) одно из другого, найдем для общей линии 
зацепления λГ  формулу 

baab VVVSS
rrrrr =−=−

••

μμνν ττ .   (5) 
 

Так как векторы ντ
r

 и μτ
r

 находятся в касательной плоскости к поверх-
ностям зубьев аП  и bП в точке M , то из (5) следует 

 

( ) 0==− NVNVV baab
rrrrr

.    (6) 
 

Обратимся теперь к формуле (6), которую с учетом (1) и первой форму-

лы (3) представим в виде  ( ) 0
1

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝
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Но так как произведение Ωaλ  отлично от нуля, то необходимо, чтобы 
 

( ) 0
1
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Это выражение может быть преобразовано к виду 
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Однако вектор 
1S

rp

∂

∂
r

 есть единичный касательный вектор к линии 1Г  в 

точке касания M . Следовательно, этот вектор находится в плоскости линии 

1Г , которая перпендикулярна вектору pk
r

. Стало быть, и вектор 
1S

rp

∂

∂
r

 также 

перпендикулярен вектору pk
r

. Таким образом, должно быть 0
1
=

∂

∂

S
r

k p
p

r
r

, и то-

гда формула (7) принимает вид: 0
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. Второй из этих со-

множителей для зубчатых передач, передающих движение давлением по-

верхностей зубьев аП  и bП , отличен от нуля. Стало быть, 0
1
=

∂

∂

S
r

r p
p

r
r

. Или 

иначе 0
2

2

1
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂ pr
S

. 

Равенство это может быть сформулировано экстремальной теоремой: 
Из всех точек линии, получающихся от пересечения поверхности зуба 

плоскостью, точкой касания будет та, расстояние до которой от полюсной 
точки экстремально. 

Следствие: В точке касания контактных линий их общая касательная 
перпендикулярна вектору, проведенному из полюсной очки в точку касания.  

Выводы из данного исследования и перспективы последующих ис-
следований в данном направлении. При разработке циклограммы зацепле-
ния для цилиндрических передач Новикова ДЛЗ с арочной формой зубьев не-
обходима величина осевого смещения точек контакта, принадлежащих одно-
му зубу, лежащих на разных контактных линиях. Экстремальная теорема по-
зволяет обеспечить наличие этих точек контакта, а, следовательно, и плав-
ность перекрытия. 
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РЕАЛИЗАЦИЯ ПОЛНОГО ЦИКЛА ИССЛЕДОВАНИЙ ДЕТАЛЕЙ 
СО СЛОЖНОПРОФИЛЬНЫМИ ПОВЕРХНОСТЯМИ НА 
ПРИМЕРЕ ЭЛЕМЕНТОВ ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ПЕРЕДАЧ 
 

Пропонуються теорія, методи, алгоритми і моделі для аналізу напружено-деформованого стану 
деталей, що мають складнопрофільні поверхні, та для синтезу їх геометрії. На прикладі двохпа-
раметричних циліндро-конічних передач продемонстровано весь комплекс досліджень – від по-
чатку проектно-дослідницьких робіт до виготовлення дослідного зразка та його випробування.  
 
A theory, methods, algorithms and models are offered for analysis of stressed and deformed state of de-
tails which have geometrically-complex surfaces, and for synthesis of their geometry. The whole com-
plex of researches – from the beginning of design-research works to making of pre-production model 
and his test – is shown on the example of two-parametrical cylinder-conical transmissions. 

 
Введение. Одной из основных тенденций современного машинострое-

ния является рост числа деталей, форма рабочих поверхностей которых оп-
ределяется условиями подвижного контакта с сопряженными поверхностя-
ми других деталей. Яркими примерами таких деталей являются элементы 
пространственных и плоских кулачков, зубчатых передач, радиальных гид-
ропередач, механизмов наклона электроплавильных печей, шарико- и роли-
коподшипников. При этом при их проектировании, выборе материалов и 
условий обработки и эксплуатации возникает связанная задача синтеза гео-
метрии рабочих поверхностей и анализа напряженно-деформированного со-
стояния (НДС) тел, находящихся в контакте. Особенно сложной такая зада-
ча становится при исследовании сложнопрофильных тел с кинематически 
генерируемыми поверхностями, которые не имеют аналитического описа-
ния, а получаются как облако точек при численном решении вспомогатель-
ной задачи о кинематическом контакте сопряженных поверхностей. Методы 
решения таких задач и модели для синтеза геометрии и анализа НДС пред-
ложены ранее и описаны в работах [1-4]. 
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