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ВИБРОАКТИВНОСТЬ СИЛ ТРЕНИЯ В ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 

ПРЯМОЗУБЫХ ПЕРЕДАЧАХ И КРИТЕРИИ ДЛЯ ЕЕ ОЦЕНКИ 

 
Компьютерным моделированием показано, что силы трения зубьев могут быть значимой причи-

ной возбуждения колебаний в цилиндрических прямозубых передачах на зубцовой частоте. 
Предложено расширить перечень качественных показателей, введенных ранее в [1-2], для оценки 

виброактивности зацепления, обусловленной силами трения зубьев. 

 

Комп'ютерним моделюванням показано, що сили тертя зубів можуть бути важливою причиною 

порушення коливань у циліндричними прямозубих передачах на зубцової частоті. Запропоновано 

розширити перелік якісних показників, введених раніше в [1-2], для оцінки віброактивності 
зачеплення, обумовленої силами тертя зубів. 

 

By computer modeling it is shown that power of a friction of teeth can be the significant reason of excita-

tion of fluctuations in cylindrical spur gears on tooth to frequency. It is offered to expand the list of the 

quality indicators entered earlier in [1-2], for an estimation vibration activity of gearing, caused by power of 

a friction of teeth. 
 

Обзор предшествующих работ. В [1] высказано предположение и пока-

зано, что трение зубьев в цилиндрических прямозубых передачах есть одна из 

возможных причин виброактивности зацепления. В [1] для количественной 

оценки виброактивности зацепления на зубцовой частоте, обусловленную тре-

нием зубьев, предложено два качественных показателя: а) коэффициент сило-

вой виброактивности kF – критерий изменчивости сил в зацеплении от трения 

зубьев; б) коэффициент крутильной виброактивности kT – критерий изменчи-

вости крутящего момента на ведомом колесе от этих же сил. Вычисляются kF и 

kT по формулам: 
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где ∆FMAX – максимальная величина изменения вектора F суммарной силы в 

зацеплении при повороте колес на один угловой шаг (за цикл); FMAX – макси-

мальная величина силы F за цикл; T2MIN, T2MAX, T2sred – предельные и среднее 

значения крутящего момента на ведомом зубчатом колесе за цикл (при 

T1=const на ведущей шестерне). 

В [2] содержатся результаты компьютерного моделирования работы 

большого числа цилиндрических прямозубых эвольвентных передач, прове-

денного для выявления зависимости этих двух предложенных качественных 

показателей виброактивности kF и kT от геометро-кинематических параметров 

зацепления. В ходе выполненного исследования установлено: 
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• При переходе точки контакта через полюс зацепления происходит мягкий 

удар, направленный вдоль межосевой линии. 

• В типичных передачах величина мягкого удара при коэффициенте трения 

f=0,1 составляет более 40% от величины расчетной радиальной силы, и бо-

лее 20% от суммарной силы в зацеплении (kF>20%). 

• Величина изменения крутящего момента на колесе, обусловленная трени-

ем зубьев, зависит, главным образом, от коэффициента потерь kP мощности 

в зацеплении. Т.е. от среднего за цикл КПД: kP=1–КПД. При этом коэффи-

циент крутильной виброактивности kT≈(1,5–2)kP. 

• Пониженной виброактивностью обладают передачи с коэффициентом пе-

рекрытия ε>2, особенно, при ε близком к 2 или к 3. 

• В дополюсных и в заполюсных передачах силовая виброактивность мини-

мальна, а крутильная виброактивность повышенная. 

При компьютерном моделировании выявлено также влияние на виброактив-

ность, обусловленную трением зубьев, следующих геометро-кинематических 

параметров: коэффициента перекрытия, положения линии зацепления, угла 

зацепления, числа зубьев, закона изменения нормальной силы при пересо-

пряжении зубьев [2]. 

На рисунках 1-3, взятых из [2], приведены в качестве примера результаты 

анализа виброактивности высоконапряженной высокоскоростной передачи, на-

резанной стандартным инструментом (далее эту передачу называем типичной).  

Ее параметры: P1=600кВт, n1=17000об/мин, коэффициент трения между 

зубьями f=0,1; m=3мм, z1=28, z2=41, ширина колеса b2=32мм; параметры ис-

ходного контура: α=20°, ha=1, c0=0,25, hl=2; коэффициенты смещения 

x1=0,6596 и x2=0,7689, давшие угол зацепления αw=25° при выровненных ко-

эффициентах удельного скольжения: ν1max=ν2max=0,74; коэффициент перекры-

тия ε=1,334; aw=107,312мм; силы между зубьями в момент пересопряжения 

изменяются по линейному закону (см. среднюю диаграмму на рисунке 1); ко-

эффициент потерь на трение зубьев kP=0,97%; максимальная сила в зацепле-

нии FMAX=9002Н; максимальные контактные напряжения σmax=996МПа; ко-

эффициенты динамической виброактивности: kF=21,21% и kT=1,886%. 

Из рисунка 1 видно, что в текущем положении точка контакта одна, и 

находится она вблизи полюса зацепления (перед ним). На рисунке 2 изобра-

жены векторы общей силы F и ее составляющие: нормальная Fn и сила трения 

Fтр. Он показывает, что при переходе точки контакта через полюс зацепления 

сила между зубьями резко уменьшилась почти на 800Н – с 8993 до 8196 (бы-

ли взяты два положения точки контакта на расстоянии в нескольких микро-

метрах от полюса зацепления – перед ним и после него). Видно, что годограф 

вектора общей силы F есть замкнутая кривая очень близкая к прямой, парал-

лельной межосевой линии; и что из-за смены направления силы трения, нор-

мальная сила Fn уменьшилась. На рисунке 3 – диаграммы, показывающие, как 

изменяются в течение цикла (при повороте зубчатых колес на угловой шаг) 
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отношения: а) возмущающей силы (практически радиальной) к максимальной 

силе между зубьями и б) возмущающего крутящего момента на колесе к его 

среднему значению. 

 

 

На рисунках 4-5, также взятых из [2], приведен еще один пример анализа 

виброактивности передачи, нарезанной стандартным инструментом, но при 

других коэффициентах смещения: x1=1,3596, x2=0,0689, превратившие пере-

дачу в почти заполюсную. Ее параметры, отличающиеся от параметров ти-

пичной передачи: ε=1,248, ν1max=0,59, ν2max=1.446, kP=1,799%, FMAX=8440Н, 

σmax=916МПа; коэффициенты динамической виброактивности: kF=10,68%, 

kT=2,703%. 

Рисунок 3 – Силовая и крутильная виброактивность в типичной передаче 

Рисунок 1 – Картина зацепления, 

нормальная сила Fn и потери 

мощности ∆P в зацеплении 

Рисунок 2 – Годограф силы в 

зацеплении и силы на колесо до 

и за полюсом зацепления 
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Из рисунка 4 видно, что в текущем положении точек контакта две: одна 

из них находится вблизи полюса зацепления. А сам полюс расположен на 

участке двухпарного зацепления. Поэтому, на годографе сил в текущем по-

ложении (рисунок 4) видны (кроме суммарного вектора сил в зацеплении) 

еще и: две его нормальные составляющие, и две силы трения в каждой из 

этих двух точек контакта.  

 
Сравнивая виброактивность двух передач по рисункам 3 и 5, отметим: 

1) Коэффициент крутильной виброактивности kT у второй передачи больше, 

чем в типичной передаче почти в полтора раза. Причина: в ней больше ко-

эффициент потерь kP на трение (1,799%>0,97%) из-за большей средней 

удаленности точки контакта зубьев от полюса зацепления. 

2) Коэффициент силовой виброактивности kF у второй передачи меньше, чем 

в типичной передаче почти в два раза. Причина: полюс зацепления, в кото-

ром происходит мягкий удар, находится примерно в центре одного из уча-

стков двухпарного зацепления, и поэтому в нем сила между зубьями при-

мерно вдвое меньше, чем на участке однопарного зацепления. Поэтому и 

величина мягкого удара вдвое меньше – это видно и при сравнении годо-

графов на рисунках 2 и 4. 

3) График изменения силовой виброактивности на рисунке 5 показывают, что 

характер изменения возмущающей силы является импульсным, т.е. крат-

ковременным, при почти постоянной силе в течение большей части цикла. 

Поэтому: 

• Чем ближе полюс зацепления, находящийся на отрезке двухпарного за-

цепления, к границе линии зацепления, тем меньше будет в нем сила 

Рисунок 5 – Силовая и крутильная виброактивность в почти заполюсной передаче 

Рисунок 4 – Почти заполюсная передача, годограф сил и силы в текущем положении 
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мягкого удара и тем меньше коэффициент силовой виброактивности. 

Когда полюс зацепления окажется вне полюса зацепления, этот им-

пульс исчезнет, и коэффициент силовой виброактивности уменьшится 

на порядок. Но это при условии, что не будет мягких ударов при пере-

сопряжении зубьев. 

• Несмотря на значительный мягкий удар в полюсе зацепления (хотя и 

вдвое меньший, чем в типичной передаче), импульсный характер этого 

воздействия свидетельствует о том, что такой удар не должен является 

сильным вибровозбудителем, т.к. энергия этого удара невелика.  
 

Постановка проблемы. Как указывалось выше, мягкий удар, происхо-

дящий в полюсе зацепления из-за смены направления силы трения зубьев: а) 

является главной причиной виброактивности сил трения зубьев (что было яс-

но и до компьютерного моделирования); б) всегда действует на зубчатые ко-

леса практически точно в радиальном направлении, хотя сила трения направ-

лена по касательной к профилям зубьев (что вначале для нас оказалось не-

ожиданностью). Из-за радиальной направленности мягкого удара, представ-

ляется более информативным для анализа силовой виброактивности не коэф-

фициент kF изменчивости общей силы в зацеплении, а коэффициент kFr из-

менчивости радиальной силы. Задачи исследования: 

Задача 1. Следует ввести и использовать коэффициент радиальной виб-

роактивности kFr. Коэффициент же силовой виброактивности kF оставить для 

анализа до- и заполюсных передач, в которых в полюсе зацепления нет кон-

такта зубьев.  

Задача 2. Выполнить для конкретных передач гармонический анализ 

вибровозбуждающей радиальной силы (т.е. разложить коэффициенты kFr в 

ряды Фурье) и вибровозбуждающего крутящего момента (разложив в ряды 

Фурье kT). 

Задача 3. Т.к. коэффициенты kF, kT, (и kFr) не учитывают характер изме-

нения возбуждающей силы и крутящего момента, следует ввести качествен-

ные показатели, которые будут учитывать импульсность и степень плавности 

F, T2 и Fr. И сделать это, опираясь на результаты гармонического анализа. 

Задача 4. Дать полный перечень предложенных качественных показате-

лей, характеризующих виброактивность сил трения зубьев, и уточнить все 

термины. 

Задача 5. Наметить методику синтеза прямозубых цилиндрических пере-

дач, имеющих минимальную виброактивность, вызываемую трением зубьев. 
 

Коэффициент kFr радиальной виброактивности зацепления. Вычис-

ляем этот коэффициент по формуле: 
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Здесь Frmax и Frmin – максимальное и минимальное значения суммарной ради-

альной силы в зацеплении; Fr0 – расчетная радиальная сила, вычисленная без 

учета сил трения зубьев. 
 

Гармонический анализ вибровозбуждающих усилий. Исследуя коле-

бания при наличии периодической возмущающей силы )(tQF , составляют и 

решают дифференциальные уравнения, в правой части которых возмущаю-

щее усилие, период которого равен t0, представляют в виде ряда Фурье [3]: 
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где a0, aj и bj (j=1, 2, …, ∞) – коэффициенты ряда Фурье, определяемые по извест-

ным формулам гармонического анализа [3]; t0 – время поворота колес на 1 шаг. 

На рисунках 6 и 7 представлены результаты гармонического анализа 

виброактивности двух передач, рассмотренных выше: а) графики виброак-

тивности; б) аппроксимирующие ряды Фурье; в) по 3-7 первых гармоник; чи-

словые значения коэффициентов рядов Фурье, амплитуд гармоник и их фаз. 

Эти рисунки иллюстрируют общие тенденции, характерные для виброактив-

ности сил трения зубьев во всех эвольвентных прямозубых цилиндрических 

передачах: 

• При аппроксимации крутильной виброактивности pT (крутящего момента 

T2 на ведомом колесе) достаточно удерживать 1-3 гармоники (на рисунках 

6 и 7 показаны ряды Фурье с удержанием 4-х гармоник).  

• При аппроксимации радиальной виброактивности pFr (суммарной ради-

альной силы Fr в зацеплении) нужно удерживать гармоник больше в 1.5-2 

раза (на рисунке 6 их удержано шесть, а на рисунке 7 – восемь).  
 

Коэффициенты приведенных виброактивностей зацепления. Перво-

начально попытались ввести энергетические коэффициенты виброактивно-

сти: радиальной kFrE и крутильной kTE, которые учитывали бы кратковремен-

ность действия возбуждающего усилия. Их смысл – отношение двух работ за 

время поворота зубчатых колес на один угловой шаг: 1AAk TTE ∆∆= . Где 

TA∆  – максимальная работа, которая может пойти за цикл на возбуждение 

крутильных вибраций с зубцовой частотой при некоторой базовой амплитуде 

колебаний на начальной окружности (например, равной 1мм или 1мкм); 1A∆  

– работа ведущей шестерни за цикл. 

Чтобы найти TA∆  находили угол фазы ϕ∆ , при котором TA∆ =max. В 

последующем выяснилось, что kTE находится в линейной зависимости от ам-

плитуды первой гармоники разложения T2 в ряд Фурье. А угол фазы ϕ∆  ока-

зался равен фазе первой гармоники (см. таблицы на рисунках 6 и 7). 



 9 

 

 
 

Поэтому от введения kFrE и kTE отказались. И предлагаем ввести вместо 

них коэффициенты приведенной виброактивности: радиальной kFrS и кру-

тильной kTS: 

 

Рисунок 6 – Гармонический анализ виброактивности типичной передачи 

Рисунок 7 – Гармонический анализ виброактивности в почти заполюсной передаче 
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где с1Fr и с1T – амплитуды первых гармоник разложения в ряды Фурье kFr и kT, 

соответственно; Fr0, и T2sred – те же сила и момент, что и в формулах (1) и (2). 

Здесь kFrSin и kTSin – поправочные коэффициенты, показывающие близость за-

кона изменения возбуждающей силы к гармоническому. Так, при kTSin=1 – за-

кон синусоидальный; при kTSin=0,5 – данной возмущающей силе эквивалентна 

по виброактивности гармоническая сила, меньшая в два раза. Вычисляем kFrSin 

и kTSin по формулам: 
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где Frmax, Frmin, T2max и T2min – пределы изменения радиальной силы Fr и крутя-

щего момента T2 за время поворота колес на один шаг (за цикл).  

Приведем значения всех коэффициентов виброактивности для двух передач:  

1) для типичной:                kFr=52,92%, kFrS=60,14%, kT=1,886%, kTS=1,638%. 

2) для почти заполюсной: kFr=24,9%, kFrS=5,72%, kT=2,703%, kTS=2,084%. 

Судя по kFr, радиальная виброактивность у второй передачи меньше, чем у 

первой в 52,92/24,97=2,1 раза; а судя по kFrS, – меньше уже в 60,14/5,72=10,5 раза. 

Полагаем, что коэффициенты приведенной виброактивности kFrS и kTS 

более адекватно отражают уровень радиальной и крутильной виброактивно-

сти сил трения в зацеплении, нежели предложенные ранее kFr и kT. И проще 

для понимания, чем kFrE и kTE. Но учитывают лишь возбуждение только на 

одной (первой) частоте. 
 

Описание всех предложенных критериев виброактивности сил тре-

ния. Уточним терминологию. Различаем понятия "виброактивность зацепле-

ния" и "качественные показатели виброактивности зацепления".  

Качественные показатели виброактивности зацепления – это три коэф-

фициента виброактивности: 1) силовой – kF; 2) радиальной – kFr, 3) крутиль-

ной – kT; и два коэффициента приведенной виброактивности: 4) радиальной – 

kFrS, 5) крутильной – kTS. Эти пять показателей численно оценивают силовую, 

радиальную и крутильную виброактивность сил трения зубьев в целом для 

передачи – см. подчеркнутую строчку над рисунком 4. Находим эти показате-

ли по формулам (1-2) и (4-5). 

Виброактивность зацепления также характеризуется пятью числами, но 

они оценивают величину возмущающего усилия (силы или крутящего момен-

та) в текущем положении – см. графики на рисунках 3 и 5: на них показаны 

силовая pF и крутильная pT виброактивности. Вычисляем эти параметры по 

формулам: 
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Здесь F, Fr и T2 – суммарная и радиальная силы в зацеплении, а также 

крутящий момент на колесе в текущем положении звеньев; Fmin – минималь-

ное значение суммарной силы в зацеплении; Fr0 – расчетная радиальная сила, 

вычисленная без учета сил трения зубьев. T2sred – среднеарифметическое зна-

чение крутящего момента T2 на колесе за цикл (при T1=const на ведущей шес-

терне). kFrSin и kTSin – поправочные коэффициенты, вычисляемые по формулам (4). 
 

О синтезе передач с минимальной виброактивности сил трения зубьев: 

1. Предложенные качественные показатели виброактивности зацепления 

(kF, kFr, kT, kFrS и kTS), характеризуя периодические возмущающие силы и кру-

тящий момент, зависят только: а) от закона распределения сил при много 

парном контакте зубьев (например, при пересопряжении зубьев); б) от коэф-

фициента трения между зубьями; в) и, главное, от геометрии зацепления. По-

этому, можно на этапе геометрического синтеза передачи оценить ее вибро-

активность, и получить минимально возможную виброактивность, обуслов-

ленную трением зубьев. 

2. При геометрическом синтезе оценивать виброактивность передачи 

можно: либо, "прогоняя" передачу через компьютерную программу анализа 

виброактивности, либо, используя "модернизированные" блокирующие кон-

туры с нанесенными на них линиями равных уровней приведенных виброак-

тивностей kFrS и kTS. 

3. Коэффициенты рядов Фурье, аппроксимирующих силы и крутящий 

момент в зацеплении, предназначены для использования в динамических мо-

делях при анализе вибраций в эвольвентных цилиндрических передачах. 
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