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ПРОДОЛЬНАЯ МОДИФИКАЦИЯ АРОЧНЫХ ЗУБЬЕВ ПЕРЕДАЧ 

НОВИКОВА КАК ФАКТОР СНИЖЕНИЯ ИХ НАПРЯЖЁННОСТИ 

 

Приведена система, содержащая уравнения упругого равновесия и совместности упругих пере-

мещений, дана зависимость для определения жёсткости арочных зубьев Новикова. Показано 

влияние технологических погрешностей зацепления на реальное количество контактных точек. С 

помощью разработанной программы дан анализ контактной и изгибной напряжённости зубьев 

при продольной модификации их поверхностей. 

 

Приведена система, що містить рівняння пружної рівноваги і спільності пружних переміщень, 

дана залежність для визначення жорсткості арочних зубів Новікова. Показаний вплив технологі-
чних погрішностей зачеплення на реальну кількість контактних крапок. За допомогою розробле-

ної програми даний аналіз контактної і вигинистої напруженості зубів при подовжній модифіка-

ції їх поверхонь. 
 

Shows a system containing an equation of elastic equilibrium and the compatibility of the elastic dis-

placements, given the dependence for determining the stiffness of the Novikov arched teeth. Shows the 

influence of technological errors in engagement to the actual number of contact points. With using the 

developed program was given the analyzes the contact stress and bending stress of teeth with longitudi-

nal modification of their surfaces.  

 

Известны достоинства цилиндрических зубчатых передач с арочными 

зубьями, особенно применительно к зацеплению Новикова [1]. Тем не менее, 

исследований по таким передачам явно недостаточно. Особенно это относит-

ся к работе передач в условиях технологических погрешностей зацепления 
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(перекосы и т.д.). Благодаря повышенной податливости околоторцовых уча-

стков арочных зубьев по ширине зубчатого венца негативное влияние раз-

личных перекосов в определённой степени компенсируется. Это происходит 

лишь при достаточно высоких степенях точности изготовления и сборки, и в 

таких случаях продольная модификация, заключающаяся в преднамеренном 

отводе торцов взаимодействующих поверхностей при нарезании, может ока-

заться бессмысленной и даже вредной. Однако при снижении точности на-

грузка начинает сосредотачиваться у одного из торцов зубчатого венца, вы-

зывая повышенную напряжённость, и тогда продольная модификация играет 

положительную роль, разгружая торцовые участки. 

Ниже предпринята попытка дать в первом приближении анализ напря-

жённости арочных зубьев Новикова в условиях действия технологических по-

грешностей при различных степенях точности изготовления колёс передачи и 

различных параметрах модификации (отвода) поверхностей. Исследование про-

ведено применительно к используемому на практике исходному контуру РГУ-5. 

Анализируя напряжённое состояние арочных зубьев, можно было бы вес-

ти расчёт по среднему сечению зубчатого венца, как это иногда делается при-

менительно к коническим колёсам [2], [3]. Однако, как показано в [4], это при-

водит к неверным результатам, поскольку игнорируется фактор переменности 

ряда параметров по ширине зубчатого венца. Такой же фактор переменности 

имеет место и в арочных зубьях цилиндрических колёс, и его учёт является 

принципиальным, т.к. в этом случае представляется возможным определить 

фактическое число контактных точек (площадок контакта) в любой фазе зацеп-

ления, найти "опасные" сечения, лимитирующие нагрузочную способность пе-

редачи и, главное, оценить влияние продольной модификации при работе пере-

дачи с технологическими погрешностями. Поскольку за неимением достаточ-

ных данных по арочным зубьям приходится в каждой контактной точке рас-

сматривать их как косозубые (с переменными параметрами – углом наклона, 

приведенным числом зубьев и т.д.), то, разумеется, некоторая условность рас-

чёта остаётся, однако достоверность получаемых при этом результатов сущест-

венно выше, чем при рассмотрении только среднего сечения. 

Запишем систему, содержащую уравнения упругого равновесия и совме-

стности перемещений контактирующих зубьев [4] без учёта податливости со-

путствующих деталей конструкции привода: 
 

              








=

++=++

∑
=

Σ

+++

.

;

2

1

)1()1()1(

n

i

i

iiiiii

TT

luWluW δδδδ

                             (1) 

 

Здесь обозначено: W  – суммарное (контактное и изгибно-сдвиговое) пе-

ремещение зуба, uδ  – приведенная технологическая погрешность в зацепле-

нии, lδ  – параметр модификации (отвод) взаимодействующих поверхностей, 
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ΣT  – суммарный вращающий момент передачи, iT  – вращающий момент на 

i -ой площадке контакта, n  – теоретическое количество контактных точек на 

полушевроне. 

Рассмотрим подробнее входящие в систему (1) элементы. 

Условимся все переменные параметры, зависящие от положения кон-

тактной точки по ширине зубчатого венца (и, следовательно, от соответст-

вующего угла наклона зуба), помечать индексом " z ". 

В рамках высказанных выше представлений запишем выражение для 

суммарного (контактного и изгибно-сдвигового) перемещения W зуба [4]: 
 

  64,067,0
1

13,0*93,0
0

64,164,0 )(cos)(cos)( −−−−−− ⋅⋅⋅= uzmKTKAW zzkbzzикz βρα β .  (2) 

 

В формуле (2): A  – некоторый коэффициент, зависящий от номинального ра-

диуса 0r  резцовой головки и равный [5] BA 4,06,0 += , где 44,0
0 )/(214,0 tmrB = , 

tm  – торцовый модуль передачи ( 165,0 ≤≤ B ); икK  – коэффициент, завися-

щий от исходного контура, для РГУ-5 равный 0,0651; zT  – доля вращающего 

момента, приходящаяся на данную площадку контакта; bK  – коэффициент, 

учитывающий влияние торца и изменяющийся по экспоненциальному закону 

от 1 до 2 [6]; kα  – угол давления; 0m  – модуль резца инструмента; βρ  – при-

веденный главный продольный радиус кривизны взаимодействующих поверх-

ностей зубьев; β – угол наклона зуба; 1z  – число зубьев шестерни; 12 / zzu =  – 

передаточное число. 

(Здесь и далее звёздочка означает отнесение параметра к модулю инст-

румента или передачи). 

Поскольку стандартов по нормам точности для передач Новикова (тем 

более с арочными зубьями) до сих пор не существует, приходится технологи-

ческие отклонения принимать из стандарта для эвольвентных передач [7]. В 

качестве основных влияющих факторов учитывались: перекос и непараллель-

ность осей передачи, подчиняющиеся линейному закону по ширине зубчатого 

венца, разность окружных шагов шестерни и колеса (учитывалась при пере-

ходе от одного зуба к другому), отклонения профиля зуба шестерни и колеса 

(учитывались при переходе контакта с головки на ножку зуба и наоборот од-

ного и того же элемента пары).  

При определении zuδ  принимался во внимание вероятностный характер 

распределения отклонений по нормальному закону с заданием определённой 

"степени риска" [4] применительно к серийному производству. 

Задаваясь величиной тlδ  преднамеренного отвода взаимодействующих 

поверхностей на торцах зубьев, называемого степенью продольной модифи-

кации, получим отвод поверхностей в любой рассматриваемой точке по ши-

рине зубчатого венца в виде: 
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                                       т
2

)5,0( lbl zz δδ = ,                                               (3) 

 

где zb  – выраженное в долях ширины wb  зубчатого венца расстояние от рас-

сматриваемой точки до середины зубчатого венца, измеренное в направлении 

осей зубчатых колёс пары в сторону торца. 

Заданная величина отвода тlδ  легко обеспечивается увеличением диа-

метра d  резцовой головки, нарезающей вогнутую сторону зуба, на величину 

0d∆  по сравнению с номинальным диаметром 0d  резцовой головки, наре-

зающей выпуклую сторону зуба, так что 
 

                          )4/(4 т0
22

0т00 ldbdlddd w δδ −=−=∆ .                              (4) 

 

Решая систему (1), получают число фактических точек (площадок) кон-

такта, в которых определено не равное нулю отношение вращающего момен-

та, приходящегося на данную точку, к суммарному (подводимому) моменту: 
 

                                         Σ= TTK zTz / .                                                  (5) 

 

Чтобы провести анализ напряжённости зуба в различных точках, запишем 

выражения для текущих значений изгибного Fzσ  и контактного Hzσ  напряжений: 

 

     [ ]3
2,12,12,12,12,12,12,1 )cos(/2000 βσ ttazVzbzTzFz mzKYYTKK Σ= ;           (6) 

[ ] 063,1*312,0*063,2
0

687,0
2,12,1 )()()cos/( −−−

Σ= lKZmzTKZ llzkKzHHz βρασ .      (7) 

 

(Индексы "1" и "2" относятся соответственно к шестерне и колесу). 

Здесь обозначено [4]: bK  – коэффициент, учитывающий влияние торца 

на изгибные напряжения; VY  – объёмный коэффициент формы зуба; aY  – ко-

эффициент учёта продольной протяжённости площадки контакта; tK  – экс-

периментально установленный [8] параметр, учитывающий разное сопротив-

ление изгибу в зависимости от того, с какой стороны – вогнутой или выпук-

лой – приложена нагрузка к головке зуба шестерни или колеса: в первом слу-

чае 1=tK , во втором – 8.0=tK ; параметры lKZZ llH ,,,  зависят от исход-

ного контура и твёрдости поверхностей зубьев [4]; KK  – коэффициент, учи-

тывающий влияние торца на контактные напряжения, он зависит от длины 

пятна контакта и его удалённости от торца [4]. 

Из структуры формул (6) и (7) можно выделить переменную часть, зави-

сящую от упомянутого выше положения zb  контактной точки вдоль осей колёс 

или от величины угла zβ  наклона зуба. Переменную часть назовём параметром 

соответственно изгибной FzK  и контактной HzK  напряжённости зуба: 



 64 

- для шестерни            1
3

11111 sec ztazVzbzTzFz KYYKKK β= ;                                (8) 

- для колеса                1
3

22222 sec ztazVzbzTzFz KYYKKK β= ; 

312,0*687,0 )()( −= zKzHz KK βρ .                                       (9) 

 

Для вычисления параметров напряжённости разработана специальная 

программа. Весь период зацепления разбивается на любое заданной количество 

фаз, отыскиваются максимальные значениям параметров напряжённости, по 

которым можно судить о степени напряжённости зубьев передачи и проводить 

анализ для различных степеней точности и продольной модификации. 
 

Таблица 1 – Результаты расчёта параметров напряжённости для варианта 1=t  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

,тlδ  мм Степ. 

точн. 
FzK  ф2n  zb  k  HzK  ф2n  zb  k  

0 0,098 10 0,278 1 0,069 10 0,278 1 

6 0,158 10 0,494 1 0,080 10 0,278 1 

8 0,231 10 0,494 1 0,099 10 0,492 2 

10 0,414 5 0,494 1 0,161 10 0,484 2 

 

 

0 

12 0,747 6 0,497 2 0,266 10 0,476 2 

0 0,127 10 0,278 1 0,083 10 0,278 1 

6 0,151 10 0,278 1 0,094 10 0,278 1 

8 0,165 10 0,494 1 0,095 10 0,278 1 

10 0,336 6 0,494 1 0,134 6 0,468 2 

 

 

0,03 

12 0,645 6 0,497 2 0,250 5 0,476 2 

0 0,146 10 0,278 1 0,092 10 0,278 1 

6 0,171 10 0,278 1 0,103 10 0,278 1 

8 0,173 10 0,278 1 0,104 10 0,278 1 

10 0,285 6 0,494 1 0,124 6 0,468 2 

 

 

0,05 

12 0,577 6 0,497 2 0,234 5 0,476 2 

0 0,163 10 0,278 1 0,099 10 0,278 1 

6 0,189 9 0,278 1 0,111 9 0,278 1 

8 0,192 9 0,278 1 0,112 9 0,278 1 

10 0,234 6 0,494 1 0,115 6 0,278 1 

 

 

0,07 

12 0,510 5 0,494 1 0,217 5 0,476 2 

0 0,184 8 0,278 1 0,109 8 0,278 1 

6 0,212 8 0,278 1 0,120 8 0,278 1 

8 0,217 8 0,278 1 0,123 8 0,278 1 

10 0,230 6 0,278 1 0,128 6 0,278 1 

 

 

0,1 

12 0,432 5 0,494 1 0,189 5 0,476 2 

0 0,195 6 0,278 1 0,113 6 0,278 1 

6 0,223 6 0,278 1 0,125 6 0,278 1 

8 0,232 7 0,278 1 0,128 7 0,278 1 

10 0,250 6 0,278 1 0,136 7 0,278 1 

 

 

0,12 

12 0,380 5 0,494 1 0,174 7 0,468 2 
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Продолжение таблицы 1 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0 0,208 6 0,278 1 0,119 6 0,278 1 

6 0,237 5 0,278 1 0,131 5 0,278 1 

8 0,249 6 0,278 1 0,135 6 0,278 1 

10 0,278 7 0,278 1 0,147 7 0,278 1 

 

 

0,15 

12 0,305 5 0,494 1 0,160 5 0,468 2 
 

Таблица 2 – Результаты расчёта параметров напряжённости для варианта 2=t  

,тlδ  мм Степ. 

точн. 
FzK  ф2n  zb  k  HzK  ф2n  zb  k  

0 0,105 8 0,267 2 0,069 8 0,267 2 

6 0,148 10 0,495 2 0,093 8 0,472 1 

8 0,224 10 0,495 2 0,121 8 0,472 1 

10 0,407 5 0,495 2 0,185 5 0,472 1 

 

 
0 

12 0,722 6 0,498 1 0,273 4 0,472 1 

0 0,131 8 0,267 2 0,081 8 0,267 2 

6 0,148 10 0,248 2 0,088 10 0,198 1 

8 0,149 10 0,248 2 0,102 8 0,472 1 

10 0,320 6 0,495 2 0,166 5 0,472 1 

 

 
0,03 

12 0,618 5 0,495 2 0,258 4 0472 1 

0 0,148 8 0,267 2 0,089 10 0,198 1 

6 0,167 10 0,248 2 0,097 9 0,198 1 

8 0,169 9 0,248 2 0,099 8 0,198 1 

10 0,263 6 0,495 2 0,153 5 0,472 1 

 
 

0,05 

12 0,561 5 0,495 2 0,247 4 0,472 1 

0 0,163 8 0,267 2 0,096 6 0,198 1 

6 0,184 9 0,248 2 0,105 7 0,198 1 

8 0,187 8 0,248 2 0,107 8 0,198 1 

10 0,229 5 0,472 1 0,140 5 0,472 1 

 
 

0,07 

12 0,502 5 0,495 2 0,236 4 0,472 1 

0 0,181 6 0,267 2 0,105 6 0,198 1 

6 0,202 6 0,248 2 0,113 6 0,198 1 

8 0,209 7 0,248 2 0,117 6 0,198 1 

10 0,222 6 0,248 2 0,125 5 0,198 1 

 
 

0,1 

12 0,428 4 0,472 1 0,219 4 0,472 1 

0 0,190 6 0,267 2 0,109 6 0,198 1 

6 0,210 5 0,248 2 0,117 5 0,198 1 

8 0,220 6 0,248 2 0,121 5 0,198 1 

10 0,240 6 0,248 2 0,131 5 0,198 1 

 
 

0,12 

12 0,396 4 0,472 1 0,207 4 0,472 1 

0 0,199 4 0,267 2 0,113 4 0,198 1 

6 0,219 4 0,248 2 0,121 4 0,198 1 

8 0,231 5 0,248 2 0,125 4 0,198 1 

10 0,265 6 0,248 2 0,139 5 0,198 1 

 
 

0,15 

12 0,346 4 0,472 1 0,188 4 0,472 1 
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В качестве типичного примера проведём анализ зубчатой передачи с ис-

ходным контуром РГУ-5, имеющей следующие параметры: 15,30 =m мм, 

=tm 3,5мм, 151 =z , 462 =z , коэффициенты смещения исходного контура 

1,0*
2,1 ±=x , 140=wb мм, 2200 =d мм, "степень риска" – 3% [4]. Пусть, к при-

меру, мН30002 ⋅=ΣT . Теоретическое количество точек (площадок) контакта 

на полной ширине зубчатого венца на разных фазах зацепления этой переда-

чи колеблется от 8 до 12.  

Весь период зацепления разбит на 21 фазу, а расчёты проведены для 

разных степеней точности по [7], разных величин тlδ  продольной модифика-

ции и двух вариантов: варианта с вогнутой стороной зуба шестерни и выпук-

лой стороной зуба колеса (обозначен 1=t ) и варианта с вогнутой стороной 

зуба колеса и выпуклой стороной зуба шестерни (обозначен 2=t ). Степень 

точности "0" означает передачу, изготовленную без технологических  по-

грешностей. Некоторые результаты сведены в таблицы 1 и 2. Помимо макси-

мальных значений параметров напряжённости 2,1FzK  и HzK  в таблицах пока-

заны соответствующие положения zb  "опасных" сечений, фактическое коли-

чество ф2n  контактных точек по обоим полушевронам, а также показатель 

k , равный 1, если в "опасном" сечении имеем контакт головки зуба шестерни 

с ножкой зуба колеса, и равный 2, если имеем контакт головки зуба колеса с 

ножкой зуба шестерни. 

Обработка большого объёма данных позволяет сделать следующие выводы. 

1) Характер изменения параметров напряжённости примерно одинаков 

для обоих вариантов ( 1=t  и 2=t ). 

2) При любом значении отвода тlδ  понижение точности передачи ведёт 

к росту напряжённости. 

3) При понижении точности передачи уменьшается фактическое количе-

ство ф2n  контактных точек, а "опасные" сечения приближаются к торцу 

( 5,0→zb ). 

4) При степени точности "0" с ростом тlδ  неуклонно нарастает напря-

жённость, из чего следует, что для высокоточных передач (степень точности 

выше 6-й) продольная модификация бессмысленна и даже вредна; при степе-

нях точности 6…10 обычно существуют некоторые оптимальные значения 

тlδ , при которых напряжённость минимальна; при грубых степенях точности 

(11,12) с ростом тlδ  до некоторых достаточно высоких значений, как прави-

ло, происходит неуклонное снижение напряжённости.  

Выполненное исследование позволяет дать некоторые предварительные 

рекомендации: 
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1. Для передач степени точности выше 6-й применять продольную мо-

дификацию поверхностей зубьев не следует. 

2. Для передач степеней точности 6…12 можно ориентировочно руково-

дствоваться рекомендательными данными из таблицы 3, в которой Fλ  и Hλ  

показывают, во сколько раз снижается соответственно изгибная и контактная 

напряжённость модифицированных зубьев по сравнению с немодифициро-

ванными ( тlδ =0) при прочих равных условиях. 
 

Таблица 3 – Ориентировочные рекомендации по назначению величины тlδ  

Степень 

точности по [7] 

Рекомендуемое значение тlδ  

в долях модуля tm  
Fλ  Hλ  

6…8 0,008…0,011 до 1,4 до 1,1 

9…10 0,014…0,020 1,6…1,8 1,2…1,4 

11 0,035 до 2 до 1,6 

12 свыше 0,045 свыше 2  свыше 1,6  
 

Таким образом, продольная модификация поверхностей арочных зубьев 

является мощным инструментом снижения их напряжённости, при этом эф-

фект тем больше, чем ниже точность передачи. 
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