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Для составления условия 
контактной прочности необхо-
димо располагать значением 
допускаемого эффективного 
напряжения. С этой целью, как 
показано в [6], можно использо-
вать допускаемое напряжение 
σHP для линейного контакта [9], 
переводя его в эффективное 

        σHPэ, равное при μ1=μ2=μ=0,3 
 

      НРHPэ  4,0 .       (11) 
Теперь условие контактной проч-

ности для любой фазы зацепления: 
 

HPНэsHes  5,2 ,      (12) 
 

где σHPes – т.н. приведенное (критери-
альное) эффективное контактное на-
пряжение для любой фазы зацепле-
ния, которое на основании (5), (10), 
(12) и таблицы 2 может быть оконча-
тельно записано в виде: 

 

31,069,0074,193,19 



  nНэsHes FlKK , (13) 

или 
3/23/157,025,641 



a  nНэsHes FCKK . (14) 

 

Выводы: 
1. При сложном напряжённом 

состоянии, в котором находятся поверхности зубьев колёс передач Новикова, 
оценку контактной напряжённости следует проводить не по нормальным, а 
по эффективным напряжениям, учитывающим форму площадки контакта. 

2. Выполняя приведение эффективного напряжения умножением на 
множитель 2,5 (при коэффициенте Пуассона 0,3) можно в условии контакт-
ной прочности воспользоваться допускаемым нормальным напряжением, ус-
тановленным в стандарте для теоретически линейного контакта. 

3. При удалении площадки контакта от середины зубчатого венца во 
время её перемещения по длине зуба (т.е. при прохождении различных фаз 
зацепления) начинает сказываться влияние торца на напряжённое состояние 
зубьев, постепенно усиливаясь по мере приближения площадки к торцу.  

Таблица 2 – Значения отношений 
KHэs=σHэs/σHэ в различных фазах зацепления 

в зависимости от ψ и tH 
ψ=0,05 ψ=0,10 ψ=0,15 ψ=0,20 ψ=0,25 

tH 
KHэs KHэs KHэs KHэs KHэs 

0,500 3,82 2,64 2,75 2,92 2,96 
0,488 3,15 2,45 2,51 2,63 2,65 
0,475 2,46 2,20 2,37 2,53 2,57 
0,463 1,66 1,97 2,21 2,43 2,49 
0,450 1,52 1,72 2,05 2,32 2,39 
0,425 1,31 1,26 1,82 2,09 2,22 
0,400 1,19 1,18 1,41 2,03 2,05 
0,375 1,12 1,11 1,17 1,72 1,85 
0,350 1,06 1,08 1,12 1,34 1,80 
0,325 1,02 1,04 1,09 1,13 1,54 
0,300 1,01 1,04 1,06 1,08 1,26 
0,275 1,00 1,03 1,05 1,05 1,13 
0,250 1,00 1,02 1,03 1,03 1,09 
0,200 1,00 1,01 1,02 1,02 1,05 
0,150 1,00 1,01 1,01 1,02 1,02 

0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 

Рисунок 6 – Графики функций фазового 
эффективного напряжения σHэs=f(S*): 

1 – ψ=0,05; 2 – ψ=0,1; 3 – ψ=0,15; 4 – ψ=0,2; 5 – ψ=0,25 
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4. При среднем (базовом) положении площадок контакта максимум нормаль-
ных напряжений находится в центре площадок, в то время как максимум эффек-
тивных напряжений находится либо в центре площадок (для сравнительно длин-
ных площадок), либо смещается к их краю (для сравнительно коротких площадок). 

5. Для площадок, расположенных близко к торцу и на самом торце нор-
мальное напряжение на торце существенно ниже, чем вблизи него, а макси-
мум эффективного напряжения приходится практически на торец. 

6. Обработка результатов моделирования позволила предложить расчёт-
ные инженерные формулы для определения максимальных приведенных 
(критериальных) эффективных контактных напряжений в любой фазе зацеп-
ления, что имеет принципиальное значение при оценке напряжённости зубьев 
в условиях их многопарного зацепления. 

 

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ, грант 13-08-00386. 
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Введение. Актуальность задачи. В связи с разработкой высоких технологий 

(рапид-прототайпинг), созданием многокоординатных станков с ЧПУ в последние 
годы наметилась тенденция к созданию зубчатых и червячных передач с более слож-
ной, с точки зрения технологии их изготовления формой начальных поверхностей 
или аксоидов (шар, тор, глобоид, квазиглобоид, гиперболоид и др.), формой профиля 
главной боковой поверхности (синусоидальной, эволютной и др.) и переменным уг-
лом наклона линии зубьев, формой поверхностей вершин и поверхностей впадин 
[1-5]. Синтез таких передач представляет сложную научную и техническую проблему. 

Многочисленные аналитические математические модели теоретического фор-
мообразования геометро-кинематических схем зубчатых зацеплений, предлагаемые в 
литературных источниках, не универсальны и трудоемки, т.е. для каждой формы бо-
ковой поверхности зубьев (иногда для группы форм) предлагается своя аналитиче-
ская математическая модель формообразования [6]. Необходимость создания уни-
версальных математических моделей формообразования зубчатых передач различ-
ных классов, типов и видов (схематически представленными различными конкрет-
ными геометро-кинематическими схемами) отмечается многими учеными [7-9]. 

Такие универсальные математические модели формообразования различ-
ных конкретных геометро-кинематических схем зубчатых передач любой слож-
ности могут быть созданы, прежде всего, на основании классификации обобщен-
ной кинематической схемы и ее обобщенной математической модели [10]. По-
этому развитие и совершенствование классификации кинематических схем и мате-
матических моделей формообразования зубчатых передач является актуальным.  

 

Анализ литературы. По современным представлениям синтез зубчатых 
передач различных классов, типов и видов осуществляется с учетом их жизнен-
ного цикла [10, 11]. Важными этапами жизненного цикла зубчатых передач яв-
ляются взаимосвязанные рекуррентные (возвратные) процессы их теоретическо-
го и технологического формообразования [10-12]. Первым и самым важным эта-
пом синтеза зубчатых зацеплений является их теоретическое формообразование.  

Вопросы теоретического формообразования зубчатых передач рассматрива-
лись в работах Ю.В. Цвиса, М.Л. Ерихова, Г.А. Шевелёвой, Д.Т. Бабичева, 
П.Р. Родина, С.И. Лашнева, Б.А. Перепелицы, С.П. Радзевича и др. [6-9, 13-16]. 
Следует отметить и работы, в которых предложено обобщенную кинематическую 
схему (Коновалов Г.Г.) и классификацию кинематических схем (Грановский Г.И.) 
но не формообразования, а резания [17, 18]. Основываясь на работах этих ученых, в 
которых предлагаются и обобщенные кинематических схемы формообразования 
поверхностей резанием, и их классификация, и классификация геометро-
кинематических схем, и обобщенные математические модели формообразования, 
авторами в работе [10] предложено более совершенное, на наш взгляд, схематическое 
представление обобщенной кинематической схемы формообразования зубчатых пе-
редач при семи отображения аффинного пространства (с учетом, что твердое тело 
имеет 6 степеней свободы) и ее обобщенной структурной унифицированной матрич-
ной математической модели. Утверждение о том, что предложенная в работе [10] 
обобщенная кинематическая схема формообразования и ее классификация являются 
более совершенными, основываются на том, что все существующие обобщенные ки-
нематические схемы и их классификации, являются частным случаем предложенной.  

Создание схематического представления обобщенной кинематической 
схемы формообразования поверхностей зубчатых венцов зубчатых передач и 
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ее программно-реализованной обобщенной математической модели стало 
возможным, прежде всего, в связи с широким использованием ПЭВМ и нали-
чием универсальных пакетов прикладных программ MathCAD, MatLab и др., 
а также современного математического аппарата теории множеств и теории 
отображения аффинного пространства, развитой проф. Б.А. Перепелицей для 
решения вопросов формообразования поверхностей резанием [15]. 

Основное преимущество этой обобщенной кинематической схемы формо-
образования и ее обобщенной математической модели в том, что при рациональ-
ной классификации ее элементов (формы исходных формообразующих поверх-
ностей исходных формообразующих звеньев, числа отображений аффинного 
пространства, параметров относительного движения и уравнений связи, парамет-
ров относительной установки) она позволит, кроме унификации решения вопро-
сов формообразования зубчатых передач практически любой сложности, еще и 
синтезировать новые классы, виды и типы зубчатых передач, новые способы тео-
ретического формообразования, новые зубообрабатывающие инструменты и 
способы обработки, новые компоновки зубообрабатывающих станков. 

Однако, для реализации этих возможностей предложенная в работе [10] клас-
сификация требует некоторого уточнения и совершенствования и, прежде всего, в 
создании классификации элементов составляющих структуру обобщенной кинема-
тической схемы формообразования и ее математической модели. Такую сложную и 
трудоемкую работу можно выполнить использую методологию морфологического 
синтеза развитую проф. Ю.Н. Кузнецовым для синтеза технических систем [19]. В 
данной работе в качестве признака классификации кинематических схем, принят 
признак числа отображений аффинного пространства (используемом при классифи-
кации кинематических схем проф. Б.А. Перепелицей [15]), но в комбинации с пара-
метрами относительной установки и совпадении нулевого и первого репера. Благодаря 
этому признаку мы разбиваем обобщенную кинематическую схему формообразования 
на подмножества кинематических схем, которые мы можем реализовать при компо-
новке одного многокоординатного зубообрабатывающего станка, так как современные 
станки проектируются для изготовления  зубчатых колес определенного множества. 

 

Цель и постановка задачи. Целью данной работы является классификация 
подмножества кинематических схем и математических моделей формообразования 
зубчатых передач разных классов, видов и типов которые описываются двумя ото-
бражениями (в трех реперах) и при совпадении нулевого и первого репера.  

Так как, математическая модель геометро-кинематической схемы (функ-
ция формообразования) является основой компоновки зубообрабатывающего 
станка то совпадение нулевого и первого репера упрощает его компоновку [20]. 

Для достижения поставленной цели необходимо на основании обобщен-
ной кинематической схемы и таблицы возможных вариантов параметров уста-
новки двух смежных систем координат [10] классифицировать подмножество 
кинематических схем и математических моделей формообразования зубчатых 
передач разных классов, типов и видов которые описываются двумя отображе-
ниями аффинного пространства при совпадении нулевого и первого реперов.  

Такая классификация позволит создать и библиотеку частных геометро-
кинематических схем формообразования и их математических моделей. 

Для этого, во-первых, следует различать кинематические схемы формообра-
зования зубчатых передач и их геометро-кинематические схемы формообразова-
ния. Кинематическая схема формообразования это совокупность движений по-
верхности зубчатого венца исходного формообразующего звена относительно не-
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подвижной заготовки формообразуемого звена без конкретизации их формы [13, 16]. 
Геометро-кинематическая схема – это кинематическая схема формообразо-

вания с указанием в нулевом репере формы и размеров заготовки формообразуе-
мого звена и в конечном репере формы и размеров исходного формообразующе-
го звена в один из моментов формообразования [7]. Если учитывать отвод и под-
вод исходного формообразующего звена, (в процессе которых может произойти 
подрезание) то его надо задавать в момент до соприкосновения с заготовкой.  

Заготовку в нулевом репере необходимо задавать по той причине, что 
реальная формообразуемая поверхность образуется при пересечении формо-
образуемой поверхности образованной исходным формообразующим звеном 
и телом заготовки формообразуемого звена. 

 

Основная часть. Приведем в несколько уточненном виде схематическое пред-
ставление обобщенной кинематической схемы формообразования зубчатых звеньев 
различных классов, типов и видов и ее обобщенной структурной математической модели. 

Это уточнение связано с нумерацией реперов и с совпадением нулевого 
и первого реперов, см. рисунок 1. 

 

 
Рисунок 1 – Схематическое представление обобщенной кинематической схемы 

формообразования зубчатых звеньев различных классов, типов и видов: 
И7 – формообразующее зубчатое звено; Д – формообразуемое зубчатое звено 

 

Эта обобщенная кинематическая схема представляет семь отображений 
аффинного пространства, а ее частные варианты представляют все известные 
нам (с избытком) кинематические схемы формообразования зубчатых передач. 

В соответствии с обобщенной кинематической схемой формообразова-
ния обобщенная структурная унифицированная математическая модель фор-
мообразования зубчатых передач различных классов, типов и видов при 
двухпараметрическом огибании запишется в виде [11]: 
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В математической модели (1) обозначения и значение унифицированных 
матриц движения и матриц координатных преобразований приведены в работе [10]. 

В соответствие с целью работы для классификации выберем обобщенную 
кинематическую схему, содержащую два отображения аффинного пространст-
ва при совпадении нулевого и первого реперов и соответствующую наиболее 
общему расположению двух смежных систем координат, см. рисунок 2 [10]. 

Обобщенная математическая модель формообразования этой обобщен-
ной схемы может быть получена как частный случай модели (1) при двух 
отображениях аффинного пространства, и при однопараметрическом огиба-
нии ее можно представить в виде: 
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Подмножества схем этой обоб-
щенной кинематической схемы (см. ри-
сунок 2) которая сама является под-
множеством схемы (см. рисунок 1) в 
конечном итоге легко преобразуется в 
геометро-кинематические схемы фор-
мообразования и их математические 
модели (функции формообразования). 

Геометро-кинематические схе-
мы или их определенное множество являются основой для разработки компо-
новок зубообрабатывающих станков. В этом случае обобщенную кинематиче-
скую схему необходимо сориентировать относительно базовой системы коорди-
нат станка. Такое преобразование можно схематически представить рисунком 3. 

Введение отдельной базовой системы координат XYZ (см. рисунок 3) 
служит для дискретного отображения пространства обобщенной кинематиче-
ской схемы в пространстве компоновок станка. 

В результате последова-
тельного многопараметриче-
ского отображения конкрет-
ной геометро-кинематической 
схемы формообразования (или 
определенного подмножества 
геометро-кинематических 
схем) в базовой системе коор-
динат станка можно синтези-
ровать различные компоновки 
станков, в том числе многоко-
ординатные [20]. 

Система уравнений (2) 
определяет уравнение (воз-
можное, т.е. без учета пере-

 
Рисунок 2 – Обобщенная кинематическая 

схема формообразования при двух отобра-
жениях аффинного пространства и совпаде-

нии нулевого и первого реперов: 
И и Д – формообразующее и формообразуемое 

зубчатые звенья 

 
Рисунок 3 – Геометро-кинематические схемы для 

разработки компоновок зубообрабатывающих станков 
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сечения с заготовкой) формообразуемой поверхности при отсутствии особых 
точек (или ребра излома) на формообразующем зубчатом звене и отсутствии 
нарушений условий формообразования [13, 16]. Эти условия учитываются 
логическими связями при разработке блок-схемы и программы расчета мате-
матической модели на ПЭВМ.  

В соответствии с работой [10] возможны всего 16 вариантов взаимного 
расположения соседних систем координат и 16 вариантов подмножеств кине-
матических схем формообразования при двух отображениях аффинного про-
странства. Эти варианты кинематических схем формообразования зубчатых 
передач и их математические модели представлены в таблице 1. 

 

Таблица 1 – Кинематические схемы формообразования зубчатых передач при двух 
отображениях аффинного пространства и совпадении 1 и 0 реперов 
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Продолжение таблицы 1 
5 – z параллельные, х совпадают 
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Продолжение таблицы 1 
10 – z совпадают, х параллельные 
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Продолжение таблицы 1 
16 – z пересекаются, х скрещиваются 
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Каждой из кинематических схем формообразования представленных в таблице 1 
соответствует определенное множество геометро-кинематических схем формообразо-
вания. Примеры геометро-кинематических схем формообразования и их математиче-
ских моделей соответствующие варианту 6 (см. таблицу 1) представлены в таблице 2. 

 

Таблица 2 – Частные геометро-кинематические схемы формообразования 
и их математические модели 
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Математические модели формообразования конкретных геометро-
кинематических схем получены из обобщенной модели (2) путем вычеркива-
ния не действующих операторов движения и координатных операторов. 

В дальнейшем эти математические модели необходимо программно реа-
лизовать отдельным пакетом или интегрировать в пакет "КОМПАС" в рамках 
договора о творческом содружестве c ООО "АСКОН-КР". 

 

Выводы: 
1. В приложении к зубчатым передачам акцентировано определение ки-

нематической и геометро-кинематической схем формообразования. 
2. Впервые предложен и реализован принцип создания классификаторов 

(библиотек) геометро-кинематических схем формообразования зубчатых ко-
лес, который заключен в разработке подмножеств кинематических схем фор-
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мообразования соответствующих числу отображений аффинного пространства. 
3. Предложена модель перехода от кинематических схем формообразо-

вания к схеме компоновок станков. 
В дальнейшем необходимо провести классификацию кинематических 

схем и математических моделей формообразования зубчатых передач для 
трех отображений аффинного пространства, а также уточнить библиотеки ис-
ходных формообразующих звеньев, заготовок формообразуемых звеньев и 
геометро-кинематических схем формообразования. 
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Актуальность задачи. 
Несущую способность червяч-
ных передач можно повысить, 
если увеличить число витков 
червяка, сопрягающихся с чер-
вячным колесом, и расположить 
их на глобоидной поверхности 
(см. рисунок 1) [1-4]. При этом 
контактные линии в зацеплении 
располагаются под большим 
углом к скорости скольжения, 
что улучшает условия для обра-
зования масляных клиньев в за-
цеплении. Такие передачи на-
зывают глобоидными. Их не-
сущая способность при условии 
точного изготовлении и надлежащего охлаждения существенно больше, чем передач 
с цилиндрическими червяками, зато изготовление и сборка их несколько сложнее [6]. 

 

Основная часть. Геометрические расчеты глобоидных передач подобны 
расчетам червячных передач с цилиндрическим червяком. 

В качестве основных геометрических параметров стандартизированы межо-
севые расстояния a, диаметры окружности выступов da2 и ширины b червячных ко-
лес. Это позволяет сократить номенклатуру наиболее дорогих деталей: корпусов и 
заготовок колес. Стандартизированы также кинематические параметры: переда-
точные числа и числа зубьев, что важно для сокращения номенклатуры глобоидных 
фрез. Стандартизация модуля не привела бы к сокращению комплекта инструмента, 
так как одной глобоидной фрезой все равно нельзя нарезать колеса с разными числа-
ми зубьев. Поэтому модули не стандартизируют, и они могут быть дробными. 

Профили зубьев червяка в осевом сечении очерчиваются прямыми, касатель-
ными к профильной окружности. Диаметр профильной окружности Dp=a/1,6 ок-
ругляют до 25; 31,5; 40мм и далее по ряду межосевых расстояний. 

Рассматриваемым червячным глобоидным передачам, как и цилиндриче-
ским червячным передачам с любым профилем присущ один и тот же недостаток 
– искажение профиля зубьев в результате переточек червячной фрезы или инст-
рументального зубчатого колеса. Иными словами, необходимо добиться того, 
чтобы червячная фреза или инструментальное зубчатое колесо по своим разме-
рам и профилю соответствовали червяку или зубчатому колесу, с которым должно 
работать нарезаемое червячное колесо или червяк. Задача исключительно сложная. 

Для получения высококачественного зацепления элементов червячной пере-
дачи необходимо, чтобы червячная фреза по своим размерам и профилю соответ-
ствовала червяку, с которым должно работать нарезаемое ею червячное колесо. 
Или, другими словами, червячная фреза должна быть копией основного червяка [6]. 

Каждые вновь изготовленные червячная фреза или инструментальное 
цилиндрическое колесо удовлетворяют этому требованию только до первой 
заточки. Заточка затылованной фрезы уменьшает ее диаметр, приближая 
профиль режущих кромок зубьев к ее оси. 

Последнее при нормальной настройке станка вызывает уменьшение вы-
соты зубьев нарезаемого червячного колеса, что исключает возможность пра-
вильного зацепления его с червяком, изготовленным по размерам чертежа [3]. 

Отмеченный недостаток устраняется путем приближения оси червячного коле-

 
Рисунок 1 – Схема глобоидной передачи 


