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прочности, жесткости, 
устойчивости и вибра-
ционной возбудимости. 
Он базируется на линеа-
ризации искомых крите-
риальных величин в за-
висимости от степени 
изменения варьируемых 
параметров. При этом 
предложена новая разно-
видность технологии 
"серого ящика", преду-
сматривающая, в отли-
чие от вариантов "белого 
ящика" и "черного ящи-

ка", получение частичного знания о поведении аппроксимируемой функции. В част-
ности, предложена линеаризация изменения зависимых от параметров величин в ок-
рестности исходной базовой точки, причем чувствительность контролируемых вели-
чин на варьирование параметров определяется на основе конечно-разностных вы-
числений с использованием "реперных" решений, которые соответствуют решению 
задач анализа при варьировании отдельных параметров на некоторую величину. По-
ложение исходной точки, а также величины шагов по параметру определяют точ-
ность приближения действительной поверхности отклика, т.е. увеличивается степень 
"прозрачности серого ящика". При этом, как отмечалось, использован способ опре-
деления чувствительности, альтернативный традиционной технологии теории воз-
мущений. Объединение названных особенностей дает возможность соединить пре-
имущества аналитических и численных решений задач анализа и синтеза тонкостен-
ных конструкций, тем самым существенно ускоряя процесс проектных исследований 
и обоснование рациональных параметров проектируемых изделий. 

Для демонстрации преимуществ предложенного подхода был решен ряд 
тестовых задач о прочности, жесткости, спектре собственных частот колебаний и 
об устойчивости деформирования на примере корпуса тягача, грузового полува-
гона, цистерны, каркаса автобуса. Конструкции принимались к исследованию с уп-
рощенной геометрией, параметрами и нагрузками. По итогам анализа результатов 
расчетов проиллюстрирована применимость и точность предложенного подхода.  

В дальнейшем на основе предложенного подхода предлагается провести 
решение серии задач анализа и синтеза реальных тонкостенных конструкций 
при действии системы номинальных и экстремальных нагрузок. 
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Рассматривается новый способ измерения статической неуравновешенности роторов. Выводятся 
формулы для расчета угла и величины дисбаланса. Расчет основан на предварительном измере-
нии частот свободных колебаний ротора, установленного на маятниковую раму.  
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Введение. Актуальность задачи. Одной из важных технологических 

задач в машиностроении остается уравновешивание роторов (балансировка) 
различных машин и механизмов.  

Не смотря на значительные достижения науки и техники в этой области, 
проблема по-прежнему остается актуальной, так существующие способы и 
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средства уравновешивания роторов имеют определенные недостатки. Они 
связаны тем, что на точность измерения неуравновешенности влияют различ-
ные факторы, которые более подробно описаны ниже.   

В данной статье рассматривается авторский способ определения стати-
ческой неуравновешенности роторов, в котором часть вышеупомянутых фак-
торов исключена, а остальная их часть значительно снижена.  

 

Анализ последних исследований и литературы. Наиболее распростра-
ненные методы измерения неуравновешенностей роторов основаны на измере-
нии вынужденных колебаний, возникающих при их вращении, соответственно, 
на дорезонансном, резонансном и зарезонансном станках [1-3]. Однако всем этим 
методам и соответствующему оборудованию присущи характерные недостатки.  

На дорезонансном станке измеряются динамические нагрузки (силы) на 
опоры ротора. Точность измерения резко зависит от скорости вращения рото-
ра, сил трения в его опорах, жесткости основания станка и внешних помех. 
Для минимизации инструментальной погрешности станка требуется его пе-
риодическая калибровка эталонными роторами.  

На резонансном станке измеряется амплитуда вынужденных колебаний, 
зависящая от трения в системе. Кроме того, требуется постоянство частоты 
вращения, влияющее не точность измерения неуравновешенности.  

На зарезонансном станке измеряется амплитуда вынужденных колебаний в 
податливых (мягких) опорах, которая также зависит о трения. Требуется калибров-
ка станка для каждого типа ротора, а в отдельных случаях, для каждого ротора. 

Также известны способ и устройства для определения статической не-
уравновешенности роторов [4-8], разработчиком которых является автор дан-
ной статьи (в соавторстве). Способ основан на измерении собственных частот 
свободных колебаний ротора, установленного на маятниковую раму, с после-
дующим расчетом величины дисбаланса и его угла. В отличие от традицион-
ных способов измерения статической неуравновешенности роторов данный 
способ обладает меньшим влиянием трения в опорах и внешних помех на из-
меряемые величины, благодаря чему обладает меньшей погрешностью. 

 

Цель статьи. Для практической реализации данного способа необходимо его 
математическое обоснование, свидетельствующее об адекватности математических 
формул [4] и возможности их применения. Именно оно и является целью статьи. 

 

Постановка задачи. Статическая неуравновешенность ротора характеризу-
ется величиной дисбаланса и его угла, которые, согласно данному способу, должны 
вычисляться по измеренным частотам свободных колебаний маятниковой рамы. 
Для вывода формул необходимо составить математическую модель колебательной 
системы "маятниковая рама-ротор" на основе уравнения Лагранжа 2-го рода. Вы-
вод формул должен быть осуществлен на основе решения систем уравнений дви-
жения, соответствующих различным положениям ротора в раме.  

 

Материалы исследования. Упрощенная схема устройства с исследуе-
мым ротором показана на рисунке 1. Оно представляет собой механическую 
колебательную систему маятникового типа. Неуравновешенный ротор 1 ус-
тановлен на маятниковой раме 2 с возможностью поворота вокруг своей оси и 
фиксации в четырех положениях, отличающихся друг от друга поворотом ро-
тора на 90°. Рама 2 подпружинена упругим элементом 3. Ротор 1 имеет не-
уравновешенную массу 4, являющуюся причиной дисбаланса. 

Определение дисбаланса и его угла делается расчетным путем с помощью частот 
свободных колебаний системы, измеренных в четырех положениях ротора A, B, C и D, 
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получаемых при его поворот 
вокруг своей оси на 90°.   

Колебательная систе-
ма имеет одну степень сво-
боды. Обобщенной коор-
динатой является угол по-
ворота  рамы 2 относи-
тельно вертикальной оси 
О. Система находится под 
действием консервативной 
силы – силы упругости. 
Для получения уравнения 
качания маятника восполь-
зуемся уравнением Ла-
гранжа 2-го рода, которое 
имеет вид [2, 9, 10] 

                                




















 ПTT

dt

d


,                                          (1) 

 

где T и П – кинетическая и потенциальная энергии, соответственно;  и ∂ – 
обобщенная координата и обобщенная скорость, соответственно. 

Кинетическая энергия системы T равна сумме кинетических энергий ро-
тора 1 (ТРОТ), неуравновешенной массы 4 (ТНЕУР) и рамы 2 (ТСТ). 

Для простоты далее будем рассматривать раму 2 в качестве стержня, а 
ротор 1 в качестве диска (см. рисунок 1,а). 

Кинетическая энергия стержня равна [9] 
 

                                           21

2
СТ СТТ J  ,                                                  (2) 

 

где JСТ – момент инерции стержня относительно оси О, ω – угловая скорость. 
Кинетическая энергия ротора (диска)  
 

                           21

2
РОТ РОТТ J  ,                                                (3) 

 

где JРОТ – момент инерции ротора относительно своей оси. 
Кинетическая энергия неуравновешенной массы 4  относительно оси О. 
 

                                          
2 2

НЕУР НЕУРТ m L  ,                                              (4) 
 

где mНЕУР – величина неуравновешенной массы; L – расстояние от центра не-
уравновешенной массы 4 до оси О. 

По теореме Пифагора (см. рисунок 1,a) найдем квадрат величины L и 
подставим в (4). 

                            
22 2 2cos sinL l r r r   a  a ;                                   (5) 

 
22 2 2cos sinНЕУР НЕУРТ m l r r r     a  a 

    2 2 2 1 cosНЕУРm l r l r     a  
.  (6) 

 

Кинетическая энергия системы равна 
 

 НЕУРРОТСТ TTTT   2 2 2 21 1
2 1 cos

2 2
СТ РОТ НЕУРJ J m l r l r         a   

 

    
а                                                         б 

Рисунок 1 – Упрощенная схема устройства: 
а – общий вид; б – вид сверху 
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Найдем частные производные для подстановки в уравнение (1):      
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2 , (11) 

 

где П – потенциальная энергия системы; G – коэффициент жесткости упруго-
го элемента 3; 

                                             2 GП .                                                    (12) 
 

Подставив выражения (8…11) в выражение (1), получим уравнение движе-
ния колебательной системы, представляющее собой однородное линейное диф-
ференциальное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами  

 

      







a GrlrlmJJ НЕУРРОТСТ

cos12
2

1 2 .            (13) 

 

Уравнение (13) можно записать в общем виде  [10]  
 

                                        0 ca  ,                                                  (14) 
 

откуда квадрат циклической частоты равен 
 

    

 
    

2
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2 1 cos

2

A

СТ РОТ НЕУР

c G
k

a J J m l r l ra
  

      

.         (15) 

 

Выражение (15) соответствует начальному положению ротора 1 относи-
тельно рамы 2, при котором условная точка A находится вблизи оси О (см. 
рисунок 1,а). Запишем уравнение (15) для остальных положений ротора, если 
бы на месте точки A оказались точки (B; C и D). Эти положения соответству-
ют углам α+90°; α+180° и α+270°. 
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Решим уравнения (15…18) совместно. Вычитая левые и правые части уравне-
ний (15) и (17), получим 

         2 2

1 1
4 cosНЕУР

A C

G m r l r
k k

 
   a  

 
.                            (19) 
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Вычитая левые и правые части уравнений (16) и (18), получим 
 

          2 2

1 1
4 sinНЕУР
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.                           (20) 

 

Разделив левые и правые части уравнений (19) и (20) друг на друга, получим 
тангенс угла дисбаланса  
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Отсюда угол равен 
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Возведем в квадрат и сложим левые и правые части уравнений (19) и (20): 
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Величина дисбаланса равна 
2 2
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Переходя от циклической частоты k к частоте колебаний ν (Гц), получим 
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Для устранения неоднозначности результата, вызванной периодично-
стью данной функции, угол дисбаланса будем определять c помощью ниже-
следующего алгоритма (см. рисунок 2).  

 

 
Рисунок 2 – Алгоритм расчета угла дисбаланса  
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Результаты исследования. В ходе исследования были получены фор-
мулы для расчета величины дисбаланса (25) и угла (26). Для устранения не-
однозначности угол дисбаланса необходимо рассчитывать, пользуясь алго-
ритмом, приведенным на рисунке 2. 
 

Выводы. В результате анализа традиционных способов и средств измерения 
статической неуравновешенности роторов стала очевидной необходимость даль-
нейших исследований в этом направлении. Для этого автором данной статьи ранее 
были разработаны и защищены патентами (в соавторстве) способ и устройства для 
определения статической неуравновешенности роторов. Для практической реали-
зации предложенных решений понадобилось математическое обоснование, которое 
отражено в данной статье в виде вывода необходимых математических формул.  

Научная новизна заключается в определении величины статической не-
уравновешенности роторов расчетным путем по измеренным частотам сво-
бодных колебаний маятниковой рамы с установленным на нее ротором. 

Практическая значимость данной работы заключается в возможности 
создания относительно точного, а также простого в изготовлении и обслужи-
вании устройства для определения статической неуравновешенности роторов.  
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КОРРИГИРОВАНИЕ ПРОФИЛЯ ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ ДОРОЖЕК КАЧЕНИЯ ВОЛНОВЫХ 
ПРЕЦЕССИОННЫХ ПЕРЕДАЧ С ТЕЛАМИ КАЧЕНИЯ 

 
В данной статье на основе анализа известных конструкций волновых прецессионных передач с 
телами качения, а также экспериментальных данных, полученных при испытании прототипа ме-
ханизма, представлены рекомендации по корригированию профиля поперечного сечения перио-
дических дорожек качения с целью повышения несущей способности и долговечности. Приведе-
ны предложенные зависимости, учитывающие влияние точности профиля периодических доро-
жек качения на расположение точки первоначального контакта тела и дорожки качения. 

Ключевые слова: волновая передача, периодическая дорожка качения, тело качения, кон-
тактная площадка, угол контакта, корригирование. 
 

Ведение. Актуальность задачи. Прочностной расчет волновых прецес-
сионных передач с телами качения (ВППТК) основывается на определении 
допускаемых контактных напряжений и деформаций, возникающих в процес-
се работы передачи при контакте тел качения (шариков) с периодическими 
дорожками качения (ПДК), выполненными на специфических звеньях меха-
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низма. Величина контактных напряжений и деформаций напрямую зависит от 
расположения точки первоначального контакта шарика с ПДК и кривизны кон-
тактирующих поверхностей в поперечном и продольном сечениях. В свою оче-
редь расположение точки первоначального контакта шарика и ПДК определя-
ется профилем поперечного сечения ПДК и точностью изготовления контакти-
рующих поверхностей. В связи с этим, актуальна разработка рекомендаций по 
корригированию профиля поперечного сечения и точности изготовления ПДК, 
практически определяющих несущую способность и долговечность передачи. 

 

Анализ литературы. В опубликованных ранее источниках [1-3] отсут-
ствуют рекомендации по корригированию формы и точности изготовления 
ПДК, что и явилось причиной написания данной статьи. 

 

Постановка задачи. Целью данной работы является разработка реко-
мендаций по корригированию профиля поперечного сечения ПДК с целью 
повышения несущей способности и долговечности ВППТК. 

 

Материалы исследований. На рисунке 1 представлена схема зацепле-
ния двухступенчатой ВППТК и её основные специфические звенья, на рисун-
ке 2 представлена схема зацепления и основные специфические звенья одно-
ступенчатой симметричной ВППТК с закрытым профилем ПДК. Схема заце-
пления одноступенчатой несимметричной ВППТК соответствует схеме на 
рисунке 1, кроме того, что в зацеплении присутствует только одно промежу-
точное колесо, и, соответственно, на прецессионном колесе выполнена одна 
ПДК. Принципы работы одноступенчатой несимметричной и двухступенча-
той ВППТК приведен в [4], принцип работы одноступенчатой симметричной 
ВППТК с закрытым профилем ПДК описан в [5]. 

Рассмотрим геометрию зацепления, профиль и траекторию движения 
производящего инструмента. Для удобства оперирования определениями и 
понятиями примем следующие обозначения: 
Dpod – произведенный наружный диаметр (produced outside diameter) – диаметр сфери-

ческой поверхности, на которой расположена траектория ПДК, выполненной на 
прецессионном колесе (колесе с наружной сферической поверхностью), траекто-
рия ПДК является траекторией производящей фрезы при нарезании данной ПДК; 

Dpid – произведенный внутренний диаметр (produced inside diameter) – диаметр сфери-
ческой поверхности, на которой расположена траектория ПДК, выполненной на 
промежуточном колесе (колесе с внутренней сферической поверхностью), траекто-
рия ПДК является траекторией производящей фрезы при нарезании данной ПДК; 

Dos – диаметр наружной сферы (outside spherical diameter) – диаметр наружной сфе-
рической поверхности, выполненной на прецессионном колесе; 

Dis – диаметр внутренней сферы (inside spherical diameter) – диаметр внутренней 
сферической поверхности, выполненной на промежуточном колесе, либо обойме; 

Db – базовый диаметр (basic diameter) – диаметр сферической поверхности, на кото-
рой расположена траектория движения центров тел качения (шариков) передачи; 

Dpc – диаметр производящей фрезы (diameter of producing milling cutter) – диаметр 
фрезы, используемой при нарезании ПДК методом копирования (только для 
сферических фрез); 

Rpc – радиус производящей фрезы (radius of producing milling cutter), Rpc=Dpc/2 (только 
для сферических фрез); 

Dre – диаметр тела качения (diameter of rolling element); 
Ts – толщина сепаратора (thickness of separator); 
β – угол нутации (nutation angle); 


