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были получены рас-
четные данные в виде 
графиков, наглядно 
свидетельствующие 
об эффективности ав-
торского способа.  

 

Выводы. В ре-
зультате анализа эф-
фективности тради-
ционных способов и 
средств измерения 
статической неурав-

новешенности роторов стала очевидной необходимость дальнейших исследо-
ваний в этом направлении. Для этого автором данной статьи ранее были разра-
ботаны и защищены патентами (в соавторстве) способ и устройства для опре-
деления статической неуравновешенности роторов. Для практической реали-
зации указанных разработок понадобилась оценка метрологической точности 
авторского метода и наглядная иллюстрация ее результатов. При сравнении 
графиков на рисунках 2,б и 3, видно, что составляющая относительной погреш-
ности вследствие линейного трения при значении ξ=0,01 примерно в три раза 
меньше. Это свидетельствует о большей точности авторского метода. 

Научная новизна заключается в получении формул для расчета составля-
ющей относительной погрешности дисбаланса с помощью частных производ-
ных для дорезонансного и авторского способов, вызванной линейным трением. 

Практическая значимость данной работы заключается в подтверждении 
возможности создания более точного и простого в изготовлении и обслужива-
нии оборудования для определения статической неуравновешенности роторов.  
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В данной статье на основе анализа работ по волновым передачам с телами качения, а так же вы-
полненных аналитических и экспериментальных исследований предложена методика по оптими-
зации основных конструктивных параметров данных передач по критерию минимизации массога-
баритных параметров. Приведены зависимости, учитывающие влияние кривизны дорожек и тел 
качения, угла нутации и угла наклона фронта периодической дорожки качения на величины воз-
никающих напряжений в процессе передачи вращающего момента. 
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Актуальность задачи. Повышение качества и надежности машин и механиз-

мов при одновременном уменьшении их массогабаритных параметров и повыше-
нии экономичности является основной задачей современного машиностроения [1]. 

Известно, что волновые передачи с телами качения являются наиболее 
экономичной разновидностью волновых передач по массогабаритным пара-
метрам и КПД. Это достигается заменой зубчатого зацепления шаровым, прак-
тически исключающим трение скольжения и повышающим КПД и надежность 
передачи за счет исключения гибких звеньев. В связи с этим актуальна разра-
ботка и оптимизация высокоэкономичных приводов с использованием волно-
вых передаточных механизмов с телами качения. 

 

Постановка задачи. Целью данной работы является разработка общего 
подхода к оптимизации основных конструктивных параметров волновых пре-
цессионных передач с телами качения для снижения массогабаритных пара-
метров передаточных механизмов. 

 

Материалы исследований. Конструкции волновых прецессионных пе-
редач с телами качения, их основные элементы и принцип работы представ-
лены в [2-3]. Принятые термины и обозначения для рассматриваемых переда-
точных механизмов описаны в [4]. 

Важным конструктивным параметром передачи, определяющим геомет-
рию её основных звеньев и условия работы тел качения в зацеплении, является 
угол нутации β. Фактически угол нутации определяет траекторию периодиче-
ских дорожек качения (ПДК), выполненных на основных звеньях передачи, 
вдоль которых перемещаются тела качения (ТК). На рисунке 1 видно, что угол 
нутации β для точек, совершающих прецессионное движение с нутацией, фак-
тически определяет амплитуду А траектории кривой на сферической поверх-
ности. На рисунке изображены три траектории ПДК с одинаковыми периодами 
Т и базовыми диаметрами Db, но разными углами нутации β. 

Величина угла нутации ПДК должна обеспечить равномерное движение тел 
качения вдоль ПДК, с минимальным проскальзыванием и без заклинивания. 

Угол нутации является так же фактическим углом наклона прецессион-
ного колеса и должен обеспечить величину угла θ наклона двух сопряженных  
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ПДК прецессионного и промежуточ-
ного колес в месте контакта с шариком 
меньшей или равной углу заклинива-
ния тел качения. Согласно исследова-
ниям [5] величина этого угла должна 
быть в пределах 0,1-10 градусов. 

Угол θ наклона ПДК колес 
друг к другу, как видно на ри-
сунке 2, зависит от углов ζp и ζi. Это 
углы наклона фронтов ПДК к эква-
ториальным линиям прецессион-
ного и промежуточного колес соот-
ветственно. Он так же зависит от 
угла наклона β (угла нутации) пре-

цессионного колеса, 
 

βζζθ  ip .  (1) 
 

В общем случае 
углы ζp и ζi зависят от 
амплитуд и от числа 
периодов ПДК. Сле-
довательно, регули-
ровать угол θ можно 
изменением ампли-
туд ПДК, либо изме-
няя число периодов 

ПДК. В свою очередь число периодов ПДК определяются из необходимой ки-
нематики передачи, т.е. выбирается для обеспечения необходимого передаточ-
ного числа, и не может быть изменено для конкретной передачи. Поэтому всю 
регулировку необходимо осуществить только изменением амплитуды ПДК, 
которая напрямую связанна с углом нутации β. 

Помимо условия незаклинивания тел качения согласно исследованиям [6] 
оптимальная величина углов ζp и ζi для механизмов, работающих в режиме ре-
дуктора, составляет 45°, что обеспечивает равномерность движения тел каче-
ния вдоль дорожек. Зная необходимую величину углов ζp и ζi, определим соот-
ветствующий им угол нутации передачи β. 

Для этого воспользуемся функциями, определяющими траекторию ПДК. 
Параметрическое задание ПДК одноступенчатой ВППТК имеет вид: 
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где α – угол прецессии, α=[0..(2z±2)π], град; β – угол нутации, град; γ – угол 
собственного вращения, γ=αz/(z±1), град; Db – базовый диаметр – диаметр сфе-
рической поверхности, на которой расположена траектория движения центров 
тел качения (шариков) передачи, мм; 

Если через ζx, ζy, ζz обозначить углы, составленные касательной к ПДК с 
осями координат (рисунок 3), то направляющие косинусы cosζx, cosζy, cosζz вы- 

 
Рисунок 1 – Зависимость траектории ПДК 

от угла нутации β 

Рисунок 2 – Связь угла нутации прецессионного колеса β, уг-
лов наклона фронтов ПДК ζp и ζi и угла между дорожками ка-

чения в месте контакта с шариком θ: 
1 – прецессионное колесо; 2 – промежуточное колесо; 3 – шарик 
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разятся по следующим зависимостям [7]: 
 

 

,'''/ζ cos;'''/ζ cos;'''/ζ cos 222222222 zyxz'zyxy'zyxx' zyx 

 

(3) 
 

где x=x(α); y=y(α); z=z(α) – координаты точек ПДК. 
Направляющие косинусы это косинусы углов, которые образует вектор 

касательной к ПДК с положительными полуосями координат. Выбор опреде-
ленного знака перед радикалом отвечает выбору определенного направления 
касательной. 

Теперь для определения искомых 
углов ζp и ζi используем поворот си-
стемы координат. Новую повернутую 
систему координат расположим таким 
образом, что бы касательная к ПДК ле-
жала в плоскости ZOX, для этого выпол-
ним поворот существующей системы 
координат вокруг оси Z. Для поворота 
системы координат воспользуемся мат-
рицей поворота [7]: 
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где xn, yn, zn – значение координат в новой 
системе координат; Δζ – угол поворота 
новой системы координат вокруг оси Z 
исходной системы координат. 

По приведенным зависимостям рассчитаны углы нутации траекторий ПДК с 
числом периодов от 10 до 100, что позволяет охватить передаточные числа 4,5 до 
50,5 для одноступенчатых передач и от 55 до 4950 для двухступенчатых. 

На рисунке 4 приведен результирующий график изменения угла нута-
ции передачи в зависимости от числа периодов при оптимальных значениях 
углов наклона фронтов ПДК ζp или ζi равных 45°. 

Фактически мы имеем для каждого значения количества периодов ПДК, 
которые определяют передаточное число механизма, единственную конкрет-
ную величину угла нутации, которая обеспечивает заданные углы наклона 
фронта ПДК и удовлетворяет условию незаклинивания ТК. 

В различных исследованиях, опубликованных ранее разными авторами 
[5-6, 8], фигурировала рекомендуемая величина угла нутации от 0,2 до 15 гра-
дусов, но не было приведено конкретной методики по его выбору. Согласно 
предложенной нами методике выбора угла нутации его величина может со-
ставлять от 0,2 до 5,5 градусов, уменьшаясь с ростом числа периодов в пере-
даче, и эта величина имеет четкую зависимость от числа периодов ПДК. Такой 
подход к выбору угла нутации позволяет обеспечить равные условия работы 
тел качения при любом числе периодов ПДК. 

Так как в зацеплении находятся колеса с различным числом периодов ПДК, 
а угол нутации у сопряженной пары колес должен быть одинаковым – величину 
угла нутации необходимо выбирать по количеству тел качения в зацеплении. 

 
Рисунок 3 – Касательная к ПДК и 

направляющие косинусы вектора каса-
тельной к ПДК: 

1 – периодическая дорожка качения; 
2 – касательная к ПДК 
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Рисунок 4 – График зависимости угла нутации от числа периодов ПДК 

 

Основной составной частью прочностного расчета ВППТК является опре-
деление контактных напряжений, возникающих в процессе работы механизма 
при контакте ТК с ПДК [9]. Нагрузки, воспринимаемые прецессионным и про-
межуточным колесами, передаются от одного звена к другому через ТК, нахо-
дящиеся в постоянном контакте с ПДК, выполненными на указанных звеньях 
механизма. Определение контактных напряжений согласно теории Герца не-
возможно без определения величины главных кривизн контактирующих по-

верхностей, ПДК и ТК. 
На рисунке 5 при-

ведена схема контакта 
ТК и ПДК сопряжен-
ной пары колес в за-
цеплении. Максималь-
ные контактные напря-
жения будут в точках с 
максимальной кривиз-
ной ПДК, т.е. мини-
мальным радиусом 
кривизны Ra, которые 
находятся в вершинах 
профиля ПДК. По-
этому определение 
кривизны в этих точ-

ках представляет особый практический интерес. 
Ra и Rpc – являются радиусами главных кривизн ПДК, а Dre/2 – радиусом 

главной кривизны тела качения (шарика). 
На рисунке 6 изображены радиусы кривизны траектории ПДК, которая явля-

ется траекторией движения производящей фрезы при нарезании дорожки качения. 
Радиус кривизны ПДК в продольном сечении связан с радиусом кривизны 

траектории ПДК следующими зависимостями: 
 

  
;min pca RRR 

       
(5)                                              .min pcf RRR 

       
(6) 

 
Рисунок 5 – Схема контакта ПДК и ТК: 

1 – профиль ПДК прецессионного колеса; 2 – траектория ПДК 
прецессионного колеса; 3 – профиль ПДК промежуточного колеса 
(обоймы); 4 – траектория ПДК промежуточного колеса (обоймы); 

5 – тело качения (шарик); Dre – диаметр шарика, Rpc – радиус 
производящей фрезы; Ra – радиус кривизны вершины ПДК; 

Rf – радиус кривизны впадины ПДК 
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Радиус производящей фрезы, согласно [9] определяется по формуле: 
 

     ,51,0 repc DR                   (7) 
 

На кривизну траектории ПДК оказы-
вает влияние ряд параметров: число перио-
дов ПДК, величина угла нутации, величина 
базового диаметра. Расчет оптимального 
угла нутации, описанный выше, позволил 
нам ограничить величину угла нутации до 
одного конкретного значения для каждого 
числа периодов ПДК, что значительно 
упрощает последующие расчеты. 

Радиус кривизны траектории ПДК в i-
й точке определяется как: 

 

 

,/1 ii pR                       (8) 
 

где pi – кривизна траектории ПДК в i-й точке, мм. 
Кривизна траектории ПДК в любой точке определяется по формуле [7]: 
 

 
 

,
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                              (9) 

 

 где x', y', z' и x'', y'', z'' – соответственно первая и вторая производная координат 
i-й точки ПДК, мм. 

Так как приведенная зависимость для расчета кривизны траектории ПДК до-
вольно сложная для практических расчетов, нами на основе аналитических расче-
тов была выведена графическая зависимость для определения радиуса кривизны 
ПДК в зависимости от количества периодов ПДК при оптимальном угле нутации. 
Что позволяет значительно снизить временные затраты на расчет данной величины. 

На рисунке 7 приведена величина радиуса кривизны траектории ПДК в за- 
 

 
Рисунок 7 – График зависимости радиуса кривизны траектории ПДК 

от числа периодов ПДК при Db=100 

 
Рисунок 6 – Радиусы кривизны 

траектории ПДК 
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висимости от числа периодов ПДК при базовом диаметре передачи 100мм. Ра-
диус кривизны траектории ПДК находится в прямой зависимости от величины 
базового диаметра, т.е. с увеличением базового диаметра пропорционально уве-
личивается радиус кривизны ПДК. И приведенные данные могут использоваться 
для расчета передач с любым базовым диаметром пересчетом по формуле: 

 

.
100

100min
min b

 D
R

R                                              (9) 
 

Уменьшая или увеличивая радиус кривизны траектории ПДК при неизменном 
диаметре шарика, мы можем соответственно уменьшать или увеличивать контактные 
напряжения и, следовательно, несущую способность передачи, что непосредственно 
сказывается на её габаритных размерах, массе и работоспособности механизма. 

Для определения оптимального отношения радиуса кривизны ПДК и диа-
метра ТК (ka=Ra/Dre) вычислим согласно теории Герца величину контактных 
напряжений для различных соотношений радиуса ПДК и диаметра ТК. Зависи-
мости для определения увеличены контактных напряжений при различных со-
отношениях радиуса кривизны ПДК и диаметра ТК приведены в [9]. 

В качестве критерия оптимизации принимаем минимальные контактные 
напряжения, возникающие при контакте ПДК и ТК. Минимизация контактных 
напряжений позволит снизить массогабаритные показатели механизма, и, сле-
довательно, повысить его экономические показатели. 

В качестве исходных данных для расчета принимаем: Db=100мм; усилие, 
приложенное к телу качения F=12,5Н. На рисунке 8 представлены графики за- 
 

  
Рисунок 8 – Графики зависимости контактных напряжений от соотношения 

радиуса кривизны ПДК и диаметра ТК 
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висимости величины контактных напряжений при различных соотношениях 
радиуса кривизны ka ПДК и диаметра ТК для чисел периодов ПДК от 10 до 100. 

Из представленного графика видно, что минимальные напряжения, при 
неизменном базовом диаметре и постоянной нагрузке будут при ka=0,35. Это 
является оптимальным соотношением, позволяющим максимально минимизи-
ровать массогабаритные размеры передаточного механизма при сохранении 
его несущей способности. Представленные зависимости ранее не исследова-
лись для ВППТК что является новизной и призвано повысить эффективность 
и экономичность вновь разрабатываемых передач. 

Определим отношение напряжений при различных величинах ka к мини-
мальным контактным напряжениям при ka=0,35: 

 

 minσ

σi
rk  ,                                                  (10) 

 

где σi – напряжения при различных значениях ka[0.05; 1]; σmin – минимальные 
контактные напряжения, соответствующие ka=0,35. 

На рисунке 9 представлен график изменения коэффициента kf в зависимо-
сти от соотношения ka. 

 

  
Рисунок 9 – Графики зависимости коэффициента kr от соотношения радиуса 

кривизны ПДК и диаметра ТК 
 

Из рисунка видно, что при величине значений коэффициента ka от 0,22 до 
0,61 величина контактных напряжений изменяется незначительно, в пределах 
3%, что позволяет конструктору округлять полученные расчетные значения ТК 
до ближайших стандартных типоразмеров, без существенного влияния на ве-
личину контактных напряжений. 

 

Выводы: 
1. В результате проведенных аналитических исследований определена оп-

тимальная величина угла нутации передачи, обеспечивающая равномерное, 
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без заклинивания, движение тех качения вдоль дорожек качения. Диапазон 
охватываемых передаточных чисел от 4.5 до 4950. 

2. Определено оптимальное соотношение кривизны ПДК и ТК, которое 
позволяет минимизировать массогабаритные параметры механизма, без сни-
жения его несущей способности. Рассчитанная величина этого соотношения 
комплексно учитывает влияние всех геометрических параметров передачи: 
угла нутации, кривизны ПДК, угла наклона фронта ПДК, числе периодов ПДК. 

3. Представленные результаты исследований позволяют существенно оп-
тимизировать ВППТК по критериям минимальных массогабаритных парамет-
ров и контактных напряжений. 
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ОЦЕНКА НЕСУЩЕЙ СПОСОБНОСТИ ОПТИМАЛЬНОЙ ПО 
МАССЕ КОНСТРУКЦИИ ПЛАНЕТАРНОГО МЕХАНИЗМА ТИПА 

AI2  ИЗ УСЛОВИЯ КОНТАКТНОЙ РАВНОПРОЧНОСТИ 
 

Приведено исследование зависимости оценки несущей способности оптимальной по массе кон-
струкции планетарного механизма типа AI2  от выбора его конструктивных свойств. Конструк-
тивные свойства задают числовыми значениями коэффициентов, которые определяют свойства 
целевой функции минимизации массы механизма. Минимум массы конструкции находят из усло-
вия контактной равнопрочности зубчатых зацеплений. Оценка несущей способности конструкции 
механизма учитывает различные варианты исполнения его конструкции. Вариант исполнения кон-
струкции механизма определяет вид целевой функции минимизации его массы. Рассмотрена про-
блема выбора оптимальной по массе конструкции силового механизма, связанная с реализацией 
получаемых теоретических значений передаточного отношения одной ступени механизма. 
Ключевые слова: планетарный механизм типа AI, несущая способность, конструкция оптималь-
ная по массе, аналог массы, контактная равнопрочность зубчатых зацеплений. 

 
Введение. Актуальность задачи. Практика проектирования и создания 

приводов систем управления летательных аппаратов показывает, что требова-
ние обеспечения наименьшей массы конструкции привода и требование к его 
нагрузочной способности могут быть противоречивыми. Устранение противо-
речия может быть выполнено двумя различными подходами. При первом под-
ходе критерий минимума массы считается основным, а оценка несущей спо-
собности выполняется по найденным параметрам оптимальной по массе кон-
струкции. Полученная таким образом оценка несущей способности привода 
будет принята за требуемое значение данного параметра его конструкции. Для 
второго подхода условие обеспечение заданной несущей способности учиты-
вается при оптимизации массы конструкции привода. Оба подхода имеют свои 
плюсы и минусы. Поэтому оценка несущей способности конструкции вышена-
званных приводов, имеющих минимальную массу, является актуальной задачей. 

 

Анализ литературы. Минимизации массы планетарных механизмов по-
священо достаточно много работ, в частности [1-4]. Однако в этих работах не 
рассматриваются вопросы оценки несущей способности этих механизмов при-
менительно к их оптимальным конструкциям. В работах [5-6] рассмотрены ме-
тодики оценки несущей способности оптимальной по массе конструкции мно-
гоступенчатых планетарных механизмов типа AI2 . Эти методики можно от-
нести к первому типу подходов решения вышеназванной проблемы. В отме-
ченных работах не уделено внимание достаточному анализу получаемых оце-
нок и их зависимостей от принимаемых параметров конструкций приводов. 

 

Цель статьи. Исследование зависимости оценки несущей способности 
оптимальной по массе конструкции двухступенчатого планетарного механизма 
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