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АНАЛИТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ПРОЧНОСТНОЙ РАСЧЕТ ЭПИЦИКЛА 
ПЛАНЕТАРНОГО РЕДУКТОРА 

Предложена и апробирована методика прочностного расчета обода эпицикла как замкнутого кольца большой кривизны. Разработан алгоритм 
раздельного моделирования плоской и пространственной форм деформирования кольца, позволивший получить достаточно простые формулы 
для расчета действующих в сечении обода внутренних усилий и напряжений. Допустимость и адекватность предложенных моделей по точ-
ности обоснована применением моментной теории оболочек, а также сопоставлением результатов аналитического расчета эпицикла планета-
рной передачи колесного редуктора Raba 118/76, применяемого в составе трансмиссии троллейбусов, с результатами конечно-элементного 
моделирования в программном комплексе Autodesk Simulation. Установлено, что обод эпицикла ПКР подвергается циклическому деформиро-
ванию при коэффициенте асимметрии цикла напряжений на внутренней поверхности Ri = –1,58. Такой характер нагружения подтверждает 
актуальность уточненных расчетов эпицикла на циклическую прочность с учетом нестационарности режимов нагружения передач в составе 
транспортных и энергетических машин, а также неоднородности напряженного состояния обода в областях зубчатых зацеплений и соедине-
ния с корпусом. 

Ключевые слова: зубчатое зацепление, шлицевое соединение, асимметричная система нагрузок, замкнутое круговое кольцо, плоский 
и пространственный виды деформирования. 

Запропоновано і опрацьовано методику розрахунку на міцність ободу епіциклу як замкнутого кільця великої кривини. Розроблено алгоритм 
роздільного моделювання плоскої та просторової форм деформування кільця, що забезпечило отримання простих формул для розрахунку 
діючих у перерізі ободу внутрішніх зусиль та напружень. Допустимість та адекватність розроблених моделей за точністю обґрунтовано засто-
суванням моментної теорії оболонок, а також співставленням результатів аналітичного розрахунку епіциклу планетарної передачі колісного 
редуктора Raba 118/76, що входить до складу трансмісії тролейбусів, з результатами кінцево-елементного моделювання в програмному ком-
плексі Autodesk Simulation. Встановлено, що обід епіциклу ПКР піддається циклічному деформуванню при коефіцієнті асиметрії циклу напру-
жень на внутрішній поверхні Ri = –1,58. Такий характер навантаження підтверджує актуальність уточнених розрахунків епіциклу на циклічну 
міцність з урахуванням нестаціонарності режимів навантаження передач у складі транспортних і енергетичних машин, а також неоднорідності 
напруженого стану обода в областях зубчастих зачеплень і з'єднання з корпусом. 

Ключові слова: зубчасте зачеплення, шліцьове з’єднання, асиметрична система навантажень, замкнуте кругове кільце, плоский та про-
сторовий види деформування. 

The technique of strength calculation of a rim of an epicycle as closed ring of big curvature is offered and approved. The algorithm of separate modeling 
of flat and space forms of deformation of a ring which has allowed to receive rather simple formulas for calculation of the internal efforts and tension 
operating in the section of a rim is developed. Admissibility and adequacy of the offered models on accuracy is proved by application of the moment 
theory of covers, and also comparison of results of analytical calculation of an epicycle of planetary gear of a wheel gearbox of Raba 118/76 applied as 
a part of transmission of trolleybuses with results of final and element modeling in the program complex Autodesk Simulation. It is established that the 
rim of an epicycle is exposed to cyclic deformation at coefficient of asymmetry of a cycle of tension on an inner surface of Ri = –1,58. Such nature of loading 
confirms relevance of the specified calculations of an epicycle on cyclic durability taking into account not stationarity of the modes of loading of gears as a 
part of transport and power vehicles, and also heterogeneity of a tension of a rim in areas of toothed gearings and connections with the case. 

Keywords: toothed gearing, a splined joint, asymmetric system of loadings, the closed circular ring, flat and space types of deformation. 

Введение. Актуальность задачи. Известные преи-
мущества планетарных зубчатых передач (высокая на-
грузочная способность и КПД благодаря многопоточно-
сти и внутреннему зацеплению, соосность и большие пе-
редаточные отношения при меньших габаритах и массе), 
обусловливают их широкое применение во встроенных 
приводах современных транспортных и энергетиче-
ских машин. Эксплуатация в период разгона-торможе-
ния машины на низких частотах вращения при перегру-
зках по уровню нагружающего момента, а также цик-
лический характер действующих напряжений приво-
дят к преждевременным разрушениям деталей и узлов 
привода, в том числе обода эпицикла [1–5]. Обеспече-
ние необходимого уровня надежности и долговечности 
эпицикла усложняется в связи с необходимостью пара-
метрической оптимизации конструкции одновременно 
по двум критериям – прочности и жесткости, с целью 
повышения нагрузочной способности планетарной пе-
редачи путем наиболее равномерного распределение 
нагрузки между сателлитами [6–8]. 

Форма эпицикла – короткий тонкостенный цилиндр 
с внутренними зубьями – определяет выбор возможных 
расчетных моделей. В современной практике расчетов 
деталей машин (подшипников качения, поршневых ко-
лец, ступиц и других кольцевых элементов) наиболее 
распространена модель кольца, основным ограничением 
применения которой для расчетов эпицикла является 

условие о неизменности формы осевого сечения в про-
цессе деформирования [1]. При этом известные расчет-
ные модели для компонентов деформаций и внутренних 
силовых факторов обода эпицикла "плавающей" конс-
трукции не обеспечивают учет асимметрии нагружения 
обода со стороны внутреннего зацепления и шлицевого 
соединения с корпусом редуктора [8–10]. 

Постановка задачи. Эпицикл с внутренними 
зубьями и диаметром большим, чем длина (D > b) мо-
делируется кольцом, нагруженным вращающим мо-
ментом T0 в зубчатых зацеплениях с сателлитами и ре-
активным моментом на шлицах. Окружная Fti и радиа-
льная Fri проекции сил Fni в i-м зубчатом зацеплении 
определяют соответствующие тангенциальные и ра-
диальные деформации (рис. 1). Активные нагрузки ура-
вновешиваются силами Pnj на каждом из шлицов соеди-
нения эпицикла с крышкой корпуса редуктора (рис. 2). 

Рассмотрена фаза однопарного зацепления са-
теллитов с эпициклом, при этом сосредоточенные силы 
Fni приложены в полюсе зацепления. Шлицы являются 
продолжением эвольвентных зубьев с незначительно 
укороченной высотой. В предположении о близком к 
равномерному распределении нагрузки между шли-
цами расчетное количество нагруженных шлицов при-
нято Ns = 64. Все нагрузки и деформации приведены к 
срединной поверхности стенки эпицикла. Распределе- 
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ние нагрузок qni = Fni / a, pnj = Pnj / a1 по длине контакт-
ных линий принято равномерным. Начало координат 
размещено посередине ширины b эпицикла, оси OX, OY 
– в плоскости симметрии. Радиальные и окружные про-
екции нагрузок qni и pnj определены по формулам 
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где  αw – угол зацепления. 
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Рис. 1 – Расчетные схемы нагружения зубьев эпицикла 

 

 
j=1…64 

Рис. 2 – Расчетные схемы нагружения зубьев  
шлицевого соединения 

Расчетные нагрузки в каждом из зубчатых зацепле-
ний определяются вращающим моментом T0=4023 Н·м. 
Соответствующие значения радиальных и окружных сил 
Fri = Fnsinαw = 6183 Н, Ftj = Fncosαw = 13090 Н. Плечо 
силы Ftj относительно середины стенки эпицикла равно 

hT = (0,5δ + h1 – m) = 8,55 мм, сосредоточенные мо-
менты от сил Ftj, Mti = M = FtjhT =  112 Н·м. Значения 
реактивных усилий на каждом из шлицов Ptj = – 608 Н, 
Prj = 287 Н, Ms = 5,25 Н·м. 

Расчетные модели. Разрабатываемые модели и 
алгоритм расчета реализованы на примере конструк-
ции эпицикла планетарного колесного редуктора 
(ПКР) Raba 118/76 (табл. 1–3), применяемого в транс-
миссиях троллейбусов ЮМЗ-Т2, -Т1 украинского 
производства. Материал эпицикла – низколегирован-
ная сталь 30ХГСА, термообработка – улучшение. 

Таблица 1 – Основные размеры эпицикла, мм 

Размер Длина 

Диаметр Радиус 
средин. 
поверх-
ности 

Толщина 
стенки 

с 

наруж-
ный 

делите-
льный 

Усл. обозн. b D dt R0 δ 
Значение 97 244 217 117,5 9 

Таблица 2 – Параметры прямозубого зацепления 

Параметр 
Модуль, 

мм 
Число 
зубьев 

Угол за-
цепл. 

Сателлиты 
Кол-во Ширина, 

мм 
Усл. обозн. m Ns αw Nt a 

Значение 3,25 64 25°17' 3 60 

Таблица 3 – Параметры эвольвентного шлицевого соединения 

Параметр 
Число 
зубьев 

Длина, 
мм 

Диаметр, мм Радиус, мм 

Усл. обозн. Ns a1 ds R0 

Значение 64 22 220  117,5 

Для упрощения методики расчета и анализа ре-
зультатов плоский и пространственный виды деформи-
рования принято разделять и моделировать отдельно 
[1]. Алгоритм формирования расчетных моделей осно-
ван на эквивалентной замене действующей системы 
нагрузок компонентами симметричными и кососимме-
тричными относительно срединной плоскости XOY 
(рис. 3). Исходными для разработки алгоритма при-
няты следующие положения: эпицикл деформируется 
несимметрично относительно срединной плоскости 
XOY; нагружение со стороны сателлитов смещено к ле-
вому торцу; шлицы расположены и нагружаются у пра-
вого торца. 

 

    
а б в 
Рис. 3 – Алгоритм формирования расчетных моделей нагружения обода эпицикла: 

а – схема асимметричной системы нагрузок qti , ptj на один из зубьев; б – эквивалентная замена окружной асимметричной 
нагрузки qti симметричной и кососимметричной компонентами; в – эквивалентная замена асимметричной нагрузки prj 
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При симметричном нагружении эпицикла относи-
тельно плоскости XOY имеет место плоский изгиб (Пл). 
Из условия равновесия эпицикла следует 
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Плоский изгиб обода эпицикла обусловлен только 

радиальными силами, приложенными в точках средин-
ной поверхности диаметром D0 = 235 мм. В результате 
расчетная схема обода представлена в виде замкнутого 
кольца, нагруженном циклически симметрично прои-
звольным количеством радиальных сил F (рис. 4). 

 
Рис. 4 – Схема циклически симметричного 
нагружения кольца радиальными силами 

Плоская задача для замкнутого кольца является тре-
хкратно статически неопределимой. Для раскрытия не-
определимости применен канонический метод сил. Ко-
льцо разрезано в сечении с окружной координатой φ = 0, 
где приложены изгибающий момент Xp1, окружная сила 
Xp2 и поперечная сила Xp3. Заданные силы Fri и Prj обусло-
вливают нагружение зубьев на участках зацепления (ин-
декс t) и соединения (индекс s) с соответствующим 
угловым шагом 
 λt = 2π / 3;   λs = π / 32. (2) 

Силы расположены симметрично относительно 
линии разреза φ = 0, следовательно, Xp3 = 0. Остальные 
усилия определяются зависимостями 
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где  Mp(φ)
 
– изгибающий момент от внешних нагрузок 

в произвольном сечении с угловой координатой φ. 
После определения функции Mp(φ)

 
и вычисления 

интегралов (3), (4) получено 
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Зависимости (5) определяют изгибающий момент 
и окружную силу в т. B начального сечения обода. 

Циклическая симметрия расчетной схемы позволяет 
ограничить вычисление внутренних усилий сектором 
обода 0 <φ <λ/2 с угловыми размерами (2). В последую-
щих расчетах использованы известные формулы [11]: 

– для изгибающего момента 
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– для окружной силы 
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– для поперечной силы 

 
)2/sin(2

sin






F
Q . (8) 

Радиальные силы в зацеплении при вращении са-
теллитов создают в ободе эпицикла изгибающий мо-
мент Mt, изменяющийся циклически. В точке B при 
φ = 0 значение Mt > 0, следовательно, обод изгибается 
выпуклостью внутрь, а наружные волокна сжимаются 
(рис. 5, а). В точке A при φ = 0,5λt = π/3 обод изгибается 
выпуклостью наружу, изгибающий момент принимает 
отрицательное значение, максимальное по абсолютной 
величине. Синхронно действуют силы в шлицевом со-
единении, шаг которых λs  и значения Prj  невелики. В 
результате максимальные значения изгибающего мо-
мента Ms (рис. 5, б) от сил Prj, составляют 0,2% от соо-
тветствующих значений Mt. Подобное соотношение 
установлено и для поперечных сил Qt и Qs (на рис. 5, в 
график силы Qs не показан ввиду малости значений). 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 5 – Графики усилий в ободе эпицикла при плоском 
деформировании: а – момента Mt(φ); б – момента Ms(φ); 

в – сил Nt(φ) и Qt(φ) в зацеплениях (кривые 1 и 3)  
и в шлицевом соединении Ns(φ) (2) 

Значения окружных сил находятся в диапазонах 
1785 < Nt < 3570 Н и 2925 < Ns < 2921 Н (рис. 5, в). График 
Ns(φ)  const указывает на практически равномерное ра-
стяжение обода на участке шлицевого соединения. 
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Внутренние усилия в ободе от нагрузок Fr и Pr, су-
ммируются: Mb = Mt + Ms, N0 = Nt + Ns, Q =Qt + Qs. 

Получено: в т. A при φ = π/3 Mb(π/3) = –137,4 Н·м; 
NA = 4710 Н; Q = ± (Fr + Pr) /2 = ± 3235 Н; в т. B при φ=0 
Mb(0) = 72,7 Н·м; NB = 6491 Н; Q = 0. 

Установлены окружные напряжения на поверхно-
стях обода в диаметральных сечениях, проходящих че-
рез точки A и B, при плоской деформации: 
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При постоянной внешней нагрузке окружные на-
пряжения меняются на внутренней и наружной поверх-
ностях при вращении сателлитов в диапазонах: (–
99,5 < σ i< 62,9) МПа и (–48,1 < σi <110,3) МПа. Каса-
тельные напряжения, обусловленные силами Q, на по-
рядок меньше окружных напряжений (τ = 4,8 МПа). 

Пространственная форма изгиба определяется 
нагрузками, перпендикулярными срединной плоскости 
кольца. В общем случае это следующие сосредоточен-
ные нагрузки: осевые силы G, моменты V в плоскостях 
касательных к кольцу и моменты W в диаметральных 
плоскостях (рис. 6). 

 
а 
 

 
б 

Рис. 6 – Модель кольца, нагруженного в плоскостях, 
перпендикулярных срединной плоскости XOY: 

а – внешнее нагружение; б – внутренние усилия 

Внутренние усилия в сечении φ = 0 определяются 
по известным формулам [11] 
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где 
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; 
(10) 
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Установлен обобщенный коэффициент жесткости 
kf для сечения кольца прямоугольной формы δb в виде 
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где Jx, Jp – осевой и полярный моменты инерции; 
Ex, Ep, μ – модули упругости и коэффициент Пуас-
сона для материала эпицикла. 
Линия разреза эпицикла φ = 0, как и в плоском ва-

рианте задачи, проведена посередине между нагружен-
ными зубьями. В силу симметрии расчетной схемы 
Xs3 =0. Аргумент в формулах (9) λi = π (2i – 1) / N, при-
чем для зубчатых зацеплений 1 ≤ I ≤3, для шлицевого 
соединения 1 ≤ i≤ 64. Величины каждой из нагрузок Gi, 
Vi и Wi не зависят от номера индекса i, следовательно, 
выносятся за знаки сумм (10), для вычисления которых 
использованы известные формулы [12]. 

Для силовых факторов, действующих в начальном 
сечении обода φ = 0 в общем случае нагружения и про-
странственной форме циклически симметричного де-
формирования, получены зависимости 
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Для эпицикла с прямыми зубьями G=0. 
Анализ напряженного состояния эпицикла выпол-

нен в секторе 0 ≤ φ ≤ λt/2. Рассчитаны моментные 
нагрузки в касательных и диаметральных плоскостях 
обода (см. рис. 3, б, в): Vt = 0,5qta(b–a) = 112 Н°м; 

Vs = 0,5pta1(b–a1) = 23 Н·м; Wt = 0,5 qr a (b – a) = 114,4 Н·м; 
Ws = 0,5 pr a1 (b – a1) = 10,8 Н·м, а также по зависимостям 
(12) внутренние моменты в сечении φ = 0, равные 
Xs1 = 44 Н·м, Xs2 = 255 Н·м. 

В произвольном сечении обода при φ ≤ 0,5λt = π/3 
внутренние моменты определяются по уравнениям 
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количество слагаемых K ограничено условием 
φ ≥ λj. 
Вычислены моменты V(π/3) = 110,3 Н·м, 

W(π/3) = 61,0 Н·м в сечении по впадине перед нагру-
женным зубом (см. рис. 1, т. LI) и определены соответ-
ствующие напряжения 
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Нормальные напряжения при плоском и про-
странственном изгибе просуммированы. Установлено, 
что при вращении сателлитов расчетные величины ме-
няются в следующих диапазонах: на наружной поверх-
ности обода (–45 ≤ σφ ≤ 118,1) МПа, на внутренней по-
верхности (–91,7 ≤ σφ ≤ 66) МПа. Значения коэффици-
ента асимметрии цикла напряжений соответственно 
равны: на внутренней поверхности RI = –1,39, на 
наружной RE = –0,38, что подтверждает необходимость 
выполнения проверочных расчетов эпицикла на сопро-
тивление усталости. 

Выполнена аналитическая верификация кольце-
вой модели обода эпицикла. При этом для расчета при-
менена моментная теория цилиндрических оболочек. 
Для эпицикла заданных размеров (см. табл. 1) параметр 

оболочки равен   
25,022

0
2 )/()1(3 R 0,039528 мм–1, 

относительная длина βb = 3,8, что позволяет рассмат-
ривать соответствующую модель как короткую обо-
лочку. Радиальные перемещения определены в виде 
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а также использованы функции Крылова 
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Произвольные постоянные Ck определены из гра-
ничных условий, которые при пространственном косо-
симметричном деформировании удобно формулиро-
вать для области 0 <z < b/2 (смотри рис. 3, в). В этом 
диапазоне решение (14) получено раздельно для нагру-
женного участка z > z1 (с переобозначенными констан-
тами Ck = Bk) и свободного участка 0 < z < z1 (с кон-
стантами Ck = Ak и 0)w   в виде 
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где аппликата точки сопряжения z1 = 0,5b – a1 = 26,5 мм; 
0,11  zz . 

Для определения констант Аk и Вk сформулиро-
ваны 8 условий (табл. 4). 

Из условий (17) следует A1 = 0 и A3 = 0. По усло-
виям (18), (19) сформирована система шести уравне-
ний, решение которой дает следующие значения осталь-
ных коэффициентов: A2 = –3,959·10–3, A4 = –4,088·10–3, 
B1 = 6,939·10–3, B2 = 2,649·10–3, B3 = –18,78·10–3, 
B4 = 30,80·10–3 мм. 

 

Таблица 4 – Условия для вычисления констант 
в формуле (19) по участкам 

Граничные условия Условия сопряжения 
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По результатам анализа решения (16) установлены 
характерные особенности напряженного состояния эпи-
цикла при действии кососимметричной компоненты 
нагрузки. Первая производная функции (16) определяет 
углы поворота сечений θ(z)  const, следовательно, обра-
зующие цилиндрической оболочки поворачиваются в 
диаметральной плоскости относительно срединного се-
чения, сохраняя при этом прямолинейную форму 
(рис. 7, а). По второй производной функции (16) опре-
делен удельный изгибающий момент Mz, действующий 
в поперечных сечениях оболочки. Максимум функции 
изгибающего момента |Mz| = 40 Н·м/м смещен на рас-
стояние 22 мм от торца (рис. 7, б), при этом значения 
максимальных напряжений относительно невелики 
σz = 6Mz/δ2 = 3,0 МПа, что обусловлено известной высо-
кой конструктивной прочностью кольцевых деталей. 

 
a 

 
б 

Рис. 7 – Графики функций: 
а – перемещений; б – изгибающего момента;  

кривая 1 соответствует радиальным перемещениям w(z);  
2 – углу поворота сечения θ(z) 

Следовательно, принятие кольцевой модели боль-
шой кривизны для расчета обода эпицикла является 
обоснованным. Для подтверждения адекватности по 
точности разработанной аналитической модели выпол-
нено сопоставление и анализ результатов аналитиче-
ского расчета напряженного состояния обода эпицикла 
серийного ПКР Raba 118/76 и методом конечных эле-
ментов (МКЭ) в программном комплексе Autodesk 
Simulation (рис. 8, табл. 5). Аналогичные программные 
комплексы успешно используются для проверки адек-
ватности не только аналитических моделей, но и ре-
зультатов экспериментальных исследований натурных 
передач вертолетов, грейферов и др. ответственных де-
талей машин [8, 13, 14]. 
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а б 

  
в г 

Рис. 8 – Результаты КЭ-моделирования эпицикла ПКР Raba 118/76 при нагружении вращающим моментом T0 = 4023 Н·м: 
а – 3D-модель; б – фрагмент моделирования трехмерными 20-узловыми кубическими элементами; 

в – области максимальных напряжений σφ в ободе под действием распределенных нагрузок qni от сателлитов; 
г – фрагмент напряженного состояния эпицикла  

 
Таблица 5 – Расчетные значения напряжений σφ, МПа 

Модель 
 

В зоне нагруженного 
зуба (φ = 60°) на по-

верхности обода 

Посередине между 
нагруженными 

зубьями (φ = 0°) 
внутр.  внешн. внутр. внешн. 

Замкнутое 
кольцо 

–66,0 118,1 45,0 –91,7 

3D + КЭ –72,5 123,2 51,6 –85,4 

Различие в результатах, полученных для внутрен-
ней поверхности обода в зоне нагруженного зуба, объ-
ясняется тем, что в модели "кольцо" усилия перене-
сены в точки срединной поверхности, при этом не 
учтено влияние концентрации напряжений в галтелях 
зубьев (см. рис. 1 и 2). Значения максимальных напря-
жений отличаются в пределах допустимой погрешно-

сти  10%. 
Проверка изгибной прочности обода эпицикла вы-

полнена по максимальному расчетному значению 
окружного напряжения σmax = 118 МПа ≤ [σ]. В прак-
тике проектирования деталей ПКР транспортных ма-
шин принято принимать коэффициент безопасности по 
пределу текучести материала на уровне nт = 2…2,5. 
При изготовлении эпицикла из стали 30ХГСА и термо-
обработке – улучшение, соответствующее значение 

предела текучести принято σ0,2 = 490 МПа, в результате 
значения допускаемых напряжений находятся в диапа-
зоне [σ] = (196…245) МПа. Следовательно, условие 
статической прочности для данной конструкции обода 
эпицикла выполняется. 

В то же время известны не единичные случаи по-
ломок обода эпицикла редукторов транспортных и 
энергетических машин по направлению образующей 
обода [5]. Характер поверхностей изломов свидетель-
ствует об усталостном характере разрушений, что под-
тверждает актуальность выполнения проверочных 
уточненных расчетов обода эпицикла на циклическую 
прочность с учетом неоднородности его напряженного 
состояния и нестационарности режимов нагружения. 

Выводы: 
1. Предложен алгоритм формирования расчетных 

моделей обода эпицикла, основанный на замене си-
стемы действующих нагрузок их симметричными и ко-
сосимметричными компонентами. 

2. Методами моментной теории оболочек и конеч-
ных элементов обоснована адекватность прочностного 
расчета обода эпицикла ПКР как замкнутого тонкого 
кругового кольца большой кривизны. 
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3. Установлено, что обод эпицикла ПКР подверга-
ется циклическому деформированию при коэффици-
енте асимметрии цикла напряжений на внутренней по-
верхности Ri = –1,58. Такой характер нагружения под-
тверждает актуальность уточненных расчетов эпи-
цикла на циклическую прочность с учетом нестацио-
нарности режимов нагружения передач в составе 
транспортных и энергетических машин, а также неод-
нородности напряженного состояния обода в областях 
зубчатых зацеплений и соединения с корпусом. 
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УДК 621.833;62.652 

С. С. ГУТИРЯ, В. П. ЯГЛІНСЬКИЙ, А. М. ЧАНЧІН 

ГОЛОВНІ ЧАСТОТИ РЕДУКТОРІВ ПОРТАЛЬНИХ ТЯГОВИХ МОСТІВ 

На основі запропонованої моделі коливальної системи двопоточного бортового редуктора (ДБР) у складі трансмісії низькопольного тролей-
буса розроблено аналітичні залежності визначення пружних деформацій та математичні моделі спектру головних частот системи. За резуль-
татами чисельного моделювання побудовано діаграми функцій головних частот від конструктивних параметрів ДБР, виконано порівняння з 
частотними характеристиками планетарного колісного редуктора (ПКР). Відмічено негативний прояв можливої "квазінульової" жорсткості 
пружної системи ДБР, що спричиняє зниження першої головної частоти системи та резонансні явища при русі тролейбусів на низьких швид-
костях та підвищених навантаженнях трансмісії у режимах розгону-гальмування. 

Ключові слова: двопоточний бортовий редуктор, модель коливальної системи, спектр головних частот, "плаваюча" шестерня, "квазі-
нульова" жорсткість системи. 

На основе предложенной модели колебательной системы двухпоточного бортового редуктора (ДБР) в составе тягового моста низкопольного тро-
ллейбуса разработаны аналитические зависимости определения упругих деформаций и математические модели спектра главных частот системы. 
По результатам численного моделирования построены диаграммы зависимости главных частот от конструктивных параметров ДБР, выполнено 
сравнение с частотными характеристиками планетарного колесного редуктора (ПКР). Отмечено негативное проявление "квазинулевой" жесткости 
упругой системы ДБР, обусловливающей понижение первой главной частоты системы и резонансным явлениям при движении тролейбуса при 
низких скоростях и повышенных моментах нагружения трансмиссии на режимах разгона-торможения. 

Ключевые слова: двухпоточный бортовой редуктор, модель колебательной системы, спектр главных частот, "плавающая" шестерня, 
"квазинулевая" жесткость системы. 

On the basis of the offered model of oscillatory system of the two-line onboard gearbox (TOG) as a part of the driving axles of the low-floor trolleybus 
analytical dependences of definition of elastic deformations and mathematical models of a range of the main frequencies of system are developed. By 
results of numerical modeling charts of dependence of the main frequencies on design data of TOG are constructed, comparison with frequency charac-
teristics of the planetary wheel gearbox (PWG) is executed. It is established that for a serial design of TOG type AU-11135 the values of the main 
frequencies are higher than the corresponding values for PWG type Raba 318/78, and also considerably exceed experimentally established range of a 
frequency range of vibrations of some of the modern trolleybuses. Negative manifestation of "quasizero" rigidity of the TOR decrease of the first main 
frequency of oscillating system and to the resonant phenomena at low speeds of the trolleybus’s movement and the raised moments of loading of 
transmission on the modes of dispersal and braking is noted. The received results on determination of natural frequencies of TOG provide a theoretical 
basis for further researches of parametrical and forced fluctuations of driving axles of portal type for the purpose of development of effective methods 
and means for decrease of their vibration activity as a part of transmission of modern vehicles.  

Keywords: double-flow driving axle, the model of the oscillating system, the range of natural frequencies, "floating" gear wheel, "quasizero" 
rigidity of system. 

Вступ. На сьогодні у результаті бурхливого роз-
витку міст-мегаполісів транспортні пробки і смог стали 

нагальними екологічними проблемами для більшості 
країн світу. Як приклад ефективного планування і роз- 
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