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СНИЖЕНИЕ ВИБРОАКТИВНОСТИ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ ПРИМЕНЕНИЕМ  
АСИММЕТРИЧНОЙ ФУНКЦИИ ПЕРЕДАТОЧНОГО ОТНОШЕНИЯ 

Розроблено математичну модель синтезу раціональних геометричних параметрів зубчастих передач із асиметричною функцією передаточного 
відношення на основі запропонованих основних і додаткових умов синтезу. Проведено експериментальну оцінку передаточного відношення 
та резонансних коливань зубчастих передач некруглими колесами. На підставі виконаних досліджень зроблено висновок про доцільність за-
стосування зубчастих передач із асиметричною функцією передаточного відношення для боротьби з резонансними коливаннями, що дозволяє 
розширити функціональні можливості застосування передач некруглими зубчастими колесами. 

Ключові слова: редуктор, зубчаста передача, змінне передаточне відношення, некруглі зубчасті колеса, вібрація, резонансні коливання, 
синтез зачеплення. 

Разработана математическая модель синтеза рациональных геометрических параметров зубчатых передач с асимметричной функцией пере-
даточного отношения на основе предложенных основных и дополнительных условий синтеза. Проведена экспериментальная оценка переда-
точного отношения и резонансных колебаний зубчатых передач некруглыми колесами. На основании выполненных исследований сделано 
заключение о целесообразности применения зубчатых передач с асимметричной функцией передаточного отношения для борьбы с резонанс-
ными колебаниями, что позволяет расширить функциональные возможности применения передач некруглыми зубчатыми колесами. 

Ключевые слова: редуктор, зубчатая передача, переменное передаточное отношения, некруглые зубчатые колеса, вибрация, резонанс-
ные колебания, синтез зацепления. 

A mathematical model to synthesize rational geometric parameters of gearing with an asymmetrical function of the gear ratio was developed based on 
proposed and auxiliary synthesis conditions. A theoretical analysis of the performance of the synthesized gearing by comparing them with the gears having 
a constant gear ratio. Spend estimate of the resonant vibration for gearing with non-circular gears and asymmetric function of the gear ratio of the excitation 
pulse. The dependences for determining the boundaries of zones of occurrence of resonant vibrations. Using non-circular gears was shown to be advantageous 
for preventing resonance oscillations. An experimental study of the gear ratio and resonance oscillations in a two-stage gearbox with non-circular gears was 
done. The experiments showed no increase in the vibration level in the gearbox. Gear transmissions with the asymmetrical function of the gear ratio were 
concluded to be efficient for preventing resonance oscillations. This allows extending the applicability of non-circular gear transmissions.  

Keywords: gearbox, gear transmission, variable gear ratio, non-circular gears, vibration, resonance oscillations, gear mesh synthesis. 

Введение. Создание надежных и долговечных пере-
даточных механизмов является важной научно-практиче-
ской задачей современного машиностроения, решение 
которой возможно на основе совершенствования зубча-
тых передач синтезом рациональных геометрических па-
раметров зацепления. Одним из путей совершенствова-
ния зубчатых передач синтезом зацепления, расширяю-
щего их функциональные возможности, является разра-
ботка зубчатых передач с переменным передаточным от-
ношением (передач некруглыми зубчатыми колесами) [1]. 

Опыт внедрения таких передач, созданных на базе 
эвольвентного зацепления, показал достоинство их ис-
пользования в цепных механизмах и приводах машин 
для выравнивания скоростей движения звеньев и 
устранения в них динамических нагрузок [2]. 

Такой подход в полной мере целесообразно приме-
нить и для борьбы с резонансными колебаниями в зуб-
чатых передачах, обладающих высокой нагрузочной 
способностью и получивших широкое распространение 
в редукторах общего назначения. Как показывает прак-
тика, 3-5 % выходов из строя редукторов связано с раз-
ного рода вибрациями и резонансными явлениями. 

Изучению вопросов снижения виброактивности 
зубчатых передач круглыми колесами посвящены труды 
Давыдова Б. Л. [3], Диентберга Ф. М. [4], Айрапетова 
Э. Л. [5], Генкина М. Д. [5, 6], Петрусевича А. И. [6], 
Гринкевича В. К. [6], Филлипова А. П., Абрамова Б. М., 
Тошими Т., Масана К., Уолес Д., Сейрег А., Опитц Г. и 
др. В этих и других работах показано, что существую-
щие разнообразные методы борьбы с резонансными ко-
лебаниями в зубчатых редукторах (назначение закрити-
ческих и докритических скоростей вращения вала; по-
вышение точности изготовления и монтажа редукторов; 
изменение конструкции зубчатых колес, корпусов и ва-
лов; применение специальных покрытий деталей редук- 
тора; использование динамических гасителей и т.д.) 

вбольшинстве случаев удорожают конструкцию, увели-
чивают ее массу и габариты, а в ряде случаев малоэф-
фективны и ненадежны [3–5]. 

Значительный вклад в исследование зубчатых пе-
редач с переменным передаточным отношением внесли 
ученые Литвин Ф. Л. [7, 8], Скуридин М. А. [9], Пыж О. А. 
[10], Колчин Н. И. [11], Севрюк В. Н. [12], Утутов Н. Л. 
[13], Kowalczyk L. [14], Smith W.C. [15], Olsson, U. [16], 
Mundo D. [17], Laczik B. [18], Варсимашвили Р.Ш., Гюн-
тер Д., Райнгард Б., Кэнчити М., Кисуко И. и др., кото-
рые заложили основы теории создания передач некруг-
лыми зубчатыми колесами, рассмотрели примеры их 
практического использования. 

Вместе с тем, как показал анализ представленных 
выше работ, снижение виброактивности зубчатых пере-
дач на основе синтеза рациональных геометрических па-
раметров зацепления с переменным передаточным отно-
шением требует решения целого ряда вопросов: выбор 
функции передаточного отношения; определение основ-
ного и дополнительных условий синтеза передач некруг-
лыми зубчатыми колесами, разработка математической 
модели синтеза рациональных параметров зацепления и 
оценка их влияния на виброактивность передачи, др. 

Теоретическая часть. Для разработки математи-
ческой модели синтеза зубчатой передачи некруглыми 
колесами используем функцию передаточного отноше-
ния с асимметричным законом изменения. Одной из 
разновидностей асимметричной функции передаточ-
ного отношения, обеспечивающей заданный закон пре-
образования движения, является функция вида [1]: 

       
    1111

1111
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sincos
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

jBjru

jBjr
i , (1) 

в которой три главные показатели асимметричной 
функции передаточного отношения ξ,  j1 и B характери- 
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зуют степень асимметрии, частоту и величину измене-
ния передаточного отношения соответственно. 

В функции (1) i  и u  – передаточное отношение и 
передаточное число передачи некруглыми колесами; 
r  – средний радиус центроиды ведущего колеса; 1  – 

угол поворота ведущего некруглого колеса; 1j  – коэф-

фициент асимметричной функции передаточного отно-
шения, равный количеству максимальных значений ра-
диуса центроиды ведущего некруглого колеса. 

На рис. 1 представлен график зависимости передаточ-

ного отношения i  от угла поворота ведущего колеса 1 . 

 

Рис. 1 – Графики асимметричной функции передаточного 
отношения 

Математический анализ  1i  (см. рис. 1) показал, 

что: функция (1) асимметрична относительно своих полу-
периодов при 1  (рекомендуется значение   принимать 

равным 2); 1j  – целое число. Во избежание несбалансиро-

ванности масс рекомендуется количество максимальных 
значений радиусов центроиды принимать 21 j . 

Зависимость показателя B от передаточного числа 
зубчатой передачи u , межосевого расстояния wa , ко-

эффициента неравномерности движения механизма   
запишем в виде [19]: 
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Проведенные численные исследования показали, 
что для существующих типоразмерных рядов зубчатых 
редукторов значения B  лежат в пределах мм74,130  B . 

Таким образом, использование зависимости (2) поз-
воляет при заданных параметрах u  и wa  выбирать  рацио-

нальное значение B  в зависимости от требуемого коэффи-
циента   из дополнительного условия синтеза BB , где B  

– показатель асимметричной функции для требуемого δ. 
Центроиды зубчатых колес с асимметричной пе-

редаточной функцией. На основе найденных  , 1j  и 

B  были определены геометро-кинематические пара-
метры передачи, в том числе параметры центроид и по-
верхностей зубьев [1]. 

В качестве примера на рис. 2 изображены центроиды 
передачи, радиусы которых описаны уравнениями: 

для ведущего колеса   
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для ведомого колеса   
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Влияние асимметричной функции передаточ-
ного отношения на силы и моменты в передаче. 
Принимая скорость вращения ведущего колеса ω1 и мо-
менты инерции приведенных масс колес 1пр.I  и 2пр.I   
 

 
Рис. 2 – Центроиды передачи в неподвижных системах 

координат 111 ZYX  и 222 ZYX  при 21 j : 

r и ru   – средние радиусы центроид ведущего и ведомого колес 

постоянными величинами, уравнение движения ма-
шины с некруглыми колесами [6, 7] примет вид: 

    1добп.сдв  iTTT , 

где двT  – момент от движущих сил на валу ведущего 

некруглого колеса; 

п.сT  – момент от сил полезных сопротивлений на 

валу ведомого некруглого колеса; 

добT  – добавочный момент, вызванный перемен-

ностью передаточного отношения и определяе-
мый зависимостью 
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где 1 , 2  – угловые ускорения вращения ведущего и 

ведомого колес. 
Анализ результатов, представленных графически 

на рис. 3, показал, что изменение добавочного момента 

добT  за один оборот ведущего колеса не превышает 

5,8 % от величины внешнего нагрузочного момента. У 
круглого колеса добавочный момент отсутствует. 

 
Рис. 3 – Зависимость добавочного момента Tдоб от угла поворота φ1 

Уравнения для определения нормальных усилий в 
зацеплении для ведущего и ведомого некруглых зубча-
тых колес имеет вид: 
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где 11ZT  и 22ZT  – полные моменты действующие на 

ведущее и ведомое колеса соответственно [1, 12]; 

NK1  и NK2  – коэффициенты модуля вектора нор-

мали для поверхностей зубьев [1, 12]. 
Математический анализ (3) показал, что в зубчатой 

передаче с асимметричной функцией передаточного отно-

шения нормальные усилия в зацеплении при constдв T  и 

constп.с T  имеют переменные значения, при этом измене-

ние NF  в зацеплении за один оборот ведущего колеса со-

ставляет не более 3,7 % от значения для круглых колес. 
По результатам проведенного сравнительного 

анализа синтезированных передач с передачами круг-
лыми колесами сделан вывод о возможности использо-
вания зацепления с асимметричной функцией переда-
точного отношения в редукторах общего назначения. 

Влияние асимметричной передаточной функ-
ции на зубцовую виброактивность передачи. Как 
подтверждает опыт эксплуатации [3–6], основной при-
чиной возникновения вибраций, возбуждаемых в зуб-
чатой передаче, является импульсное возбуждение (от 
соударения зубьев при входе и выходе из зацепления). 
При этом наиболее виброактивной в зубчатых редукто-
рах является первая ступень. При совпадении или крат-
ности частот собственных и вынужденных колебаний 
наступает резонанс. 

Аналитическая зависимость для нахождения ча-
стоты собственных колебаний fc передачи некруглыми 
зубчатыми колесами имеет вид [3]: 

  
ua
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w
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1015,3
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Уравнение для определения зубцовой частоты вы-
нужденных колебаний zf  передачи с асимметричной 

функцией передаточного отношения при импульсном 
возбуждении [1]: 
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где ω1 – скорость вращения ведущего колеса;  
m  – модуль зацепления. 
С учетом (4) и (5) резонансная (критическая) ча-

стота вращения ведущего некруглого зубчатого колеса 
выражается зависимостью: 
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График зависимости ω1кр от φ1 приведен на рис. 4. 
Анализ уравнений (4)–(6) показал, что критическая 

скорость вращения вала ω1рез с некруглым колесом пере-
менная за один его оборот, величина ее изменения харак-
теризуется показателем B  (см. рис. 4). При этом установ-
лено, что в передаче некруглыми зубчатыми колесами zf  

является переменной величиной, не совпадает и не кратна 
fc. Проведенные теоретические исследования резонанс- 
ных колебаний зубчатых передач некруглыми колесами 
позволяют сделать вывод, что асимметричный закон из-
менения функции передаточного отношения препят-
ствует возникновению резонанса. 

 

Рис. 4 – Зависимость добавочного момента Tдоб от угла поворота φ1 

Для уменьшения опасности резонанса скорость вра-
щения ω1 ведущего некруглого колеса следует назначать 
из условия [1]: 
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где K – коэффициент, определяющий границу зон воз-
никновения резонанса, 

о
кр1  – резонансная скорость вращения ведущего 

колеса передачи круглыми колесами, которая 
определяется зависимостью: 
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С учетом (6), (7), (8) после математических преоб-

разований, уравнение для определения крB  примет вид: 
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Следовательно, показатель B должен удовлетво-

рять дополнительному условию синтеза: крBB  . 

Таким образом, показатель B функции )( 1i , харак-

теризующий величину изменения передаточного отно-

шения, должен выбираться из условия  BBBкр . 
 

Экспериментальная часть. Были проведены экспе-
риментальные исследования по определению коэффици-
ента K и сравнительные испытания зубчатых передач не-
круглыми колесами с асимметричной функцией переда-
точного отношения и передач круглыми колесами. Экспе-
риментальные исследования выполнялись с целью практи-
ческой апробации результатов и выводов, полученных при 
теоретическом изучении зубчатого зацепления. Экспери-
мент включал в себя: проверку передаточного отношения; 
сравнительную оценку резонансных колебаний передачи 
некруглыми колесами с асимметричной функцией переда-
точного отношения (при различных значениях коэффици-
ента K) и передачи круглыми колесами. Для этого: 

– спроектировано и изготовлено приспособление 
к зубофрезерному станку для нарезания зубьев на не-
круглом колесе; 

– по результатам проведенных теоретических расче-
тов синтезированы и изготовлены экспериментальные не-
круглые зубчатые колеса с асимметричной функцией пе-
редаточного отношения для двухступенчатого редуктора; 

– подготовлен измерительный комплекс, включа-
ющий стенд для проверки точности выполнения цент- 
роид и передаточных отношений и стенд для измере-
ния вибраций редуктора при регулируемой скорости 
вращения ведущего вала от 0 до 356 рад/с; 

– разработана методика экспериментальных иссле-
дований резонансных колебаний зубчатых передач; 
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– проведены стендовые испытания эксперимен-
тальных передач и передач круглыми колесами, пред-
ставлены сравнительные характеристики. 

Экспериментальные передачи изготовлены из стали 
40Х. Термообработка шестерен – улучшение до HB 269…302, 
зубчатых колес – улучшение до HB 235…262. Характе-
ристики передач представлены в табл. 1. 

Таблица 1 – Характеристики экспериментальных передач 

 1-я ступень 2-я ступень 
Наименование 

параметра 
некруг-

лые 
круглые 

некруг-
лые 

круглые 

Модуль нор-
мальный mn, мм 

3,0 3,0 3,0 3,0 

Передаточное 
число u 

2,0 2,0 2,0 2,0 

Число зубьев:  
– шестерни z1 

– колеса z2 

 
21 
42 

 
21 
42 

 
32 
64 

 
32 
64 

Межосевое рас-
стояние aw, мм 

100 100 150 150 

Коэффициент K 

0,
06

 

0,
08

 

0,
15

 

0 

0,
06

 

0,
08

 

0,
15

 

0 

 

На рис. 5 изображен редуктор с эксперименталь-
ными некруглыми зубчатыми колесами. 

При испытаниях на стенде, представленном на рис. 6, 
была проведена оценка передаточного отношения экспери-
ментальных зубчатых передач и редуктора в целом. 

 
Рис. 5 – Двухступенчатый редуктор с некруглыми колесами 

 
Рис. 6 – Стенд для измерения передаточного отношения 

Анализ полученных результатов эксперимента 
показал, что изменение передаточного отношения 
строго соответствует относительному изменению ра-
диусов центроид некруглых зубчатых колес. При этом 
максимальные расхождения между теоретическими и 
экспериментальными результатами величин переда-
точного отношения редуктора составляют 6 %. 

С целью определения уровня вибраций в редук-
торе с некруглыми колесами был разработан стенд с за-

мкнутым силовым потоком; использована виброизме-
рительная аппаратура ВИ6-6ТН совместно с самопи-
шущим прибором Н327-3 (рис. 7). На корпусе опыт-
ного редуктора устанавливались вибродатчики: 
ДВ-1-СГ для определения вибраций в горизонтальной 
плоскости, ДВ-1-СВ – в вертикальной плоскости. 

 
Рис. 7 – Стенд для измерения вибраций зубчатых передач 

Испытания передач осуществлялись в режиме 
плавного изменения числа оборотов ведущего вала ω1 
от 0 до 356 рад/с, вибрации регистрировались при по-
мощи самопишущего прибора Н327-3. 

По результатам проведенного эксперимента уста-
новлено: при одинаковом характере колебаний ампли-
туда вибраций в вертикальной плоскости значительно 
больше амплитуды вибраций в горизонтальной плоско-
сти; в редукторе с круглыми колесами при ω1 = 298 рад/с 
зафиксировано резкое увеличение амплитуды вибраций 
Y  (рис. 8, а); в редукторе с некруглыми колесами при 
K = 0,15 во всем диапазоне числа оборотов ведущего не-
круглого колеса увеличения амплитуды вибраций не 
наблюдалось (рис. 8, г); при K = 0,08 максимальное зна-
чение амплитуды вибраций, в сравнении со значением 
амплитуды при K = 0,15, возросло в 1,5 раза в диапазоне 
скоростей ω1 от 272 до 323 рад/с (рис. 8, в); при K = 0,06 
максимальное значение амплитуды вибраций, в сравне-
нии со значением амплитуды при K = 0,15, возросло в 
3,5 раза в диапазоне скоростей ω1 от 281 до 315 рад/с, 
при этом максимальные значения амплитуд приблизи-
лись к значениям амплитуд для круглых колес (рис. 8, б). 

Анализ графиков (рис. 8) показал, что граница зоны 
возникновения резонанса наблюдается при K = 0,08. Это 
позволило дать рекомендации по определению показателя 
B  асимметричной функции передаточного отношения. 

 
Рис. 8 – Осциллограммы вибраций в редукторе: 

а – с круглыми колесами; б – с некруглыми колесами 
при K = 0,06; в – с некруглыми колесами при K = 0,08; 

г – с некруглыми колесами при K = 0,15 
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Проведенные испытания двухступенчатого редук-
тора с некруглыми колесами и общим постоянным пе-
редаточным отношением для рекомендованного значе-
ния K = 0,08 при B  от 2 до 7 мм показали: во всем диа-
пазоне числа оборотов ведущего вала увеличение ам-
плитуды вибраций не наблюдалось, что подтверждает 
теоретические предпосылки. 

Выводы:  
1. Разработана математическая модель синтеза 

зубчатой передачи некруглыми колесами с асиммет-
ричной функцией передаточного отношения. На ос-
нове решения задачи синтеза определены рациональ-
ные геометрические параметры зубчатого зацепления 
(по предложенным дополнительным условиям син-
теза), обеспечивающие безрезонансный режим работы 
передачи ( крBB  ) и требуемый коэффициент неравно-

мерности движения δ (  BB ).  

2. Проведен теоретический анализ работоспособно-
сти синтезированных передач путем сравнения их с пере-
дачами, имеющими постоянное передаточное отношение.  

3. Проведена расчетная оценка резонансных коле-
баний передачи некруглыми зубчатыми колесами с 
асимметричной функцией передаточного отношения 
от импульсного возбуждения. Установлены зависимо-
сти для определения границы зон возникновения резо-
нансных колебаний.  

4. Проведены экспериментальные исследования с 
целью проверки передаточного отношения и оценки ре-
зонансных колебаний зубчатых передач некруглыми ко-
лесами. В результате стендовых испытаний установ-
лено, что в редукторе с некруглыми зубчатыми коле-
сами с асимметричной функцией передаточного отно-
шения во всем диапазоне ω1 для рекомендованного зна-
чения K повышения уровня вибраций не наблюдалось.  

5. Предложен один из путей совершенствования 
зубчатых передач синтезом рациональных геометриче-
ских параметров зацепления с асимметричной функ-
цией передаточного отношения, обеспечивающих за-
данный закон преобразования движения и расширяю-
щих функциональные возможности применения пере-
дач некруглыми зубчатыми колесами для борьбы с ре-
зонансными колебаниями. 
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B. KOPILÁKOVÁ, M. BOŠANSKÝ, L. PETRÁK 

COMPARISON HRC AND C-C GEARING FOR DAMAGE TO PITTING 

Розглянуті зубчасті зачеплення евольвентного типу (HCR) та неевольвентного – опукло-увігнутого (C-C), з позиції пітінгу. Описана фунда-
ментальна різниця між HCR та C-C зубчастим зачепленням та вплив залежності коефіцієнту ковзання к пошкодженню зубчастої передачі. 
Наведено результати експерименту для обох типів зубчастих зачеплень на стенді Ньюмана для визначення пітінгу. 

Ключові слова: пітінг, вершина зуба, втомне вищерблення, опукло-увігнуте зачеплення, евольвентне зачеплення 

Рассмотрены зубчатые зацепления эвольвентого типа (HCR) и неэвольвентного – выпукло-вогнутого (С-С), с позиции питтинга. Описано 
фундаментальное различие между HCR и C-C зубчатым зацеплением и влияние зависимости коэффициента скольжения к повреждению зуб-
чатой передачи. Приведены результаты эксперимента, для обоих типов зубчатого зацепления на стенде Ньюмана для определения питтинга. 

Ключевые слова: питтинг, вершина зуба, усталостное выкрашивание, выпукло-вогнутое зацепление, эвольвентное зацепление  
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