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ПОСТАНОВКА КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ РАСЧЕТА 
ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ДАТЧИКА  
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ФОРМЫ ДЛЯ ИЗМЕРЕНИЯ 
АКУСТИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ ЗВУКОВОГО  
ПОЛЯ В ЖИДКОСТИ 

 
Приведено рішення граничної задачі в явній формі та формули для розрахунку 
параметрів п‘єзокерамічного датчика для вимірювання характеристик акусти-
чної хвилі в рідині. 

 
Приведено решение краевой задачи в явной форме и формулы для расчета 
параметров пьезокерамического датчика для измерения характеристик акусти-
ческой волны в жидкости. 

 
Постановка проблемы. Одним из способов интенсификации 

процесса мойки шерсти является использование акустических колеба-
ний, возбуждаемых гидродинамическими излучателями. Для исследо-
вания физических процессов в моющей жидкости необходимо исполь-
зовать пьезоэлектрические датчики вследствие их хороших эксплуата-
ционных характеристик, широких динамических и частотных диапазо-
нов, малых размеров и высокой надежности [1]. Важной задачей ус-
пешного применения пьезоэлектрических датчиков является совер-
шенствование расчетных методов анализа их характеристик на стадии 
проектирования, что возможно на основе создание математических 
моделей, которые позволят проектировать пьезоэлектрические датчики 
с заданными параметрами. 

Для расчета колебаний цилиндрического пьезокерамического 
преобразователя, возбуждаемых электрическим генератором, приме-
нена теория, основанная на гипотезах Киргофа-Лява. Движение ци-
линдрической оболочки пьезокерамического датчика с одной степе-
нью свободы описывается дифференциальным уравнением [2]. Расчет 
характеристик ультразвукового пьезокерамического преобразователя 
также может быть осуществлен с помощью метода эквивалентной 
электрической цепи, учитывающей нагружение со стороны исследуе-
мой среды [3].  

Недостатком перечисленных методов является недостаточная 
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точность расчетных характеристик. 
Цель статьи – формулировка краевой задачи расчета пьезоэлек-

трического датчика цилиндрической формы. 
Модель датчика. Активная часть датчика моделируется полым 

пьезокерамическим круговым цилиндром с внешним и внутренним 
радиусами соответственно 1R  и 2R , на боковых сторонах которого 

размещены электроды. При воздействии поля падающих акустических 
волн на внешнюю поверхность пьезокерамического цилиндра, в силу 
пьезоэлектрического эффекта, на электродах возникает разность по-
тенциалов, пропорциональная параметрам акустического поля. Данные 
процесс взаимодействия акустического поля с активной частью пьезо-
керамического датчика моделируется краевой задачей теории электро-
упругости [4]. Основные уравнения – материальные уравнения и урав-
нения движения рассматриваются в линейном приближении, а уравне-
ния для электромагнитного поля в электростатическом приближении 
[5]. Кроме того, математическая модель пьезоэлектрического датчика 
строится на основе поперечного пьезоэлектрического эффекта, т.е. 
рассматриваются радиальные колебания пьезокерамического цилиндра 
с предварительной поляризацией, для которой вектор индукции элек-
трического поля в каждой точке цилиндра перпендикулярен его гео-
метрической оси симметрии [6].  

Введем цилиндрическую систему координат zr ,, ϕ  с осью z, 

совпадающей с осью геометрической симметрии цилиндра. Предпола-
гается, что вектор предварительной поляризации в каждой точке ци-
линдра перпендикулярен оси z, т.е. рассматривается случай радиаль-
ной поляризации [4]. 

Цилиндр помещен в жидкость с плотностью ρ0 и скоростью рас-
пространения звуковых волн с0, которые могут описываться уравне-
ниями акустики в линейном приближении [4]. Звуковая волна, падая 
на боковую поверхность пьезокерамического цилиндра, возбуждает 
упругие радиальные колебания, в результате чего на электродах, раз-
мещенных на боковых поверхностях цилиндра, возникнет разность 
потенциалов. Разность потенциалов пропорциональна давлению и ко-
лебательной скорости возбуждающей звуковой волны. В этой связи 
рассмотрим основные уравнения электроупругости [4] в применении к 
пьезокерамическому цилиндру. 

В случае пьезокерамических цилиндров с радиальной поляриза-
цией материальные уравнения можно записать следующим образом [8] 
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где [σ], [ε] – тензоры механических напряжений и деформаций; 

( )zr ΕΕΕΕ ,, ϕ=
r

, ( )zr DDDD ,, ϕ=
r

 – векторы напряжения и индукции 

электрического поля; [c], [e] – тензоры упругих и пьезоэлектрических 
постоянных; ε1, ε2 – диэлектрические постоянные материала цилиндра. 

Компоненты тензора деформаций [ε] в приближении линейной 
теории упругости выражаются через компоненты вектора перемеще-
ния с помощью соотношений Коши [9] 
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где ( )zr UUUU ,, ϕ=
r

 – вектор перемещений. 

Уравнения (1)-(3) должны быть дополнены уравнениями движе-
ния и уравнениями Максвелла для электромагнитного поля. 

Уравнения движения линейной теории упругости в цилиндриче-
ских координатах имеют вид [9]: 
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где ρ – плотность материала цилиндра. 
Для акустического диапазона частот уравнения Максвелла можно 

приближенно заменить на уравнения вынужденной электростатики, 
которые применительно к рассматриваемой задаче сводятся к сле-
дующим уравнениям: 
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где U – потенциал напряженности электростатического поля. 
В дальнейшем при формулировке граничной задачи будем ис-

пользовать в качестве основных переменных вектор перемещений 

( )zr UUUU ,, ϕ=
r

 и электростатический потенциал U. 

Уравнения (1)-(5) образуют полную систему уравнений линейной 
электроупругости. Поскольку предполагается, что пьезокерамический 
цилиндр находится в жидкости с равновесной плотностью ρ0 и скоро-
стью распространения звука с0, то уравнения (1)-(5) необходимо до-
полнить уравнениями линейной акустики [7], а именно 
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где U0 – потенциал скоростей, из которого поле скорости V
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 получает-
ся в виде 
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а давление P – в виде 
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P0 – статическое давление в невозмущенной жидкости; γ  – постоян-

ная затухания. 
Постановки граничной задачи. Теперь для полной постановки 

граничной задачи следует сформулировать граничные и начальные 
условия. 

Будем предполагать, что все величины изменяются во времени по 
закону ( )tωi-exp . В этом случае нет необходимости задавать на-

чальные условия. Рассмотрим теперь граничные условия на поверхно-
сти пьезокерамического цилиндра. Как известно [7], снятие энергии с 
динамически деформированного пьезокерамического цилиндра осуще-
ствляется с помощью электродных покрытий, нанесенных на части 
поверхности цилиндра. Относительно электродных покрытий будем 
предполагать следующее: во-первых, они являются достаточно тонки-
ми и идеально проводящими с пренебрежимо малой массой; во-
вторых, расположены на внешней и внутренней боковых поверхностях 
цилиндра. 

В случае нагружения пьезокерамического цилиндра внешним 

давлением на электродах возникнет разность потенциалов 'V 02 . По-

этому граничные условия, которым должен удовлетворять потенциал 
электрического поля, имеют вид: 

 ,0VU
S

±=±   (9) 

где −S  и +S  – внешний и внутренний электроды. 

Формулировка граничных условий на тех частях поверхности ци-
линдра, которые не покрыты электродами, основана на использовании 
уравнений (5) и эти условия состоят в следующем [1]: 

 ,; −+−+ == UUDD rr   (10) 

т.е. должны быть непрерывны как электростатический потенциал U, 
так и нормальные к поверхности цилиндра компоненты вектора ин-
дукции электрического поля. 

Рассмотрим теперь механические граничные условия. Эти усло-
вия в терминах вектора перемещений задаются на внешней боковой 
поверхности цилиндра и состоят в равенстве давления со стороны 
жидкости, в которой находится цилиндр, нормальному напряжению на 
этой поверхности, со стороны цилиндра. Как показано в [3], это гра-
ничное условие можно представить в виде 
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где Р – давление на внешнюю боковую поверхность пьезокерамиче-

ского цилиндра; U
r

 – вектор перемещения; U – электростатический 
потенциал. 

Относительно внутренней поверхности цилиндра будем полагать, 
что она свободна от механических напряжений. 

Теперь целесообразно записать уравнения движения (4) и уравне-

ния (5) в терминах вектора перемещения U
r

 и электростатического 
потенциала U. Для этого подставим в материальные уравнения (2), 
связывающие векторы индукции и напряженности электрического по-
ля с тензором деформации, вместо тензора деформации его выражение 
(3) через вектор перемещений; тогда получим: 
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Далее, подставим (12) в уравнение (5) и учтем представление на-
пряженности электрического поля через потенциал U 

.gradUΕ −=
r

 

После преобразований имеем: 
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Преобразуем уравнения движения (4). Для чего, используя мате-
риальные уравнения (1), выразим тензор напряжения [σ] через вектор 

перемещения U
r

 и потенциал U. Имеем 
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Подставляя (14) в уравнения движения (4) и используя результаты 
[4, 6], получим 
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Таким образом, задача расчета состоит в решении уравнений (6), 
(13), (15), удовлетворяющих граничным условиям (9), (10), (11). Непо-
средственное решение этой задачи может быть проведено только чис-
ленными методами с использованием компьютера. Однако следует 
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отметить, что даже применение известных численных методов для 
построения решения уравнений (13), (15) сопряжено со значительными 
трудностями [4]. 

Выводы. В результате получено решение соответствующей крае-
вой задачи в явной форме и приводятся формулы для расчета парамет-
ров пьезокерамического датчика для измерения характеристик акусти-
ческой волны в жидкости. 
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