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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПОПЕРЕЧНЫХ 
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Приведено дослідження задачі про сталі коливання п’єзокерамічного циліндра 
з радіальним типом поляризації, рішення якої дасть можливість розрахувати 
оптимальні параметри п’єзокерамічного датчика, при яких його чутливість 
досягає максимального значення в заданій області частот. 
 
Приводится исследование задачи об установившихся колебаниях пьезокера-
мического цилиндра с радиальным типом поляризации, решение которой по-
зволит рассчитать оптимальные параметры пьезокерамического датчика, при 
которых его чувствительность достигает максимальных значений в заданной 
области частот. 

 
Постановка проблемы. Интенсификация процесса мойки шерсти 

может осуществляться с помощью гидродинамических излучателей, 
возбуждающих акустические и ультразвуковые колебания в моющем 
растворе барки. Для определения оптимальных параметров оборудо-
вания для мойки шерсти необходимо провести исследование физиче-
ских процессов в моющем растворе. Для этих исследований целесооб-
разно использовать пьезоэлектрические датчики вследствие их хоро-
ших эксплуатационных характеристик, широких динамических и час-
тотных диапазонов, малых размеров и высокой надежности [1]. Важ-
ной задачей успешного применения пьезоэлектрических датчиков яв-
ляется совершенствование расчетных методов анализа их характери-
стик на стадии проектирования, что возможно на основе создание ма-
тематических моделей, которые позволят проектировать пьезоэлек-
трические датчики с заданными параметрами. 

Анализ последних исследований и публикаций. Для расчета ко-
лебаний цилиндрического пьезокерамического преобразователя, возбу-
ждаемых электрическим генератором, применена теория основанная на 
гипотезах Киргофа-Ляви. Движение цилиндрической оболочки пьезоке-
рамического датчика с одной степенью свободы описывается диффе-
ренциальным уравнением [2]. Расчет характеристик ультразвукового 
пьезокерамического преобразователя также может быть осуществлен с 
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помощью метода эквивалентной электрической цепи, учитывающей 
нагружение со стороны исследуемой среды [3]. Недостатком перечис-
ленных методов является недостаточная точность расчетных характери-
стик. Формулировка краевой задачи расчета пьезоэлектрического датчи-
ка цилиндрической формы приведена в работе [4]. 

Цель статьи. Целью статьи является разработка математической 
модели расчета поперечных колебаний пьезокерамического цилиндра с 
радиальной поляризацией пьезоэлектрического датчика. 

Теоретические положения. Для исследования задачи об устано-
вившихся колебаниях пьезокерамического цилиндра с радиальным 
типом поляризации [1] примем следующие предположения: первое – 
цилиндр является бесконечно длинным с нулевой осевой деформацией 
(εzz ≡ 0), второе – внешняя r = R1 и внутренняя r = R2 поверхности ци-
линдра полностью покрыты электродами с пренебрежимо малой мас-
сой, третье – все величины не зависят от пространственных перемен-
ных ϕ, z. В этом случае основные уравнения [4]: 
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значительно упрощаются и допускают решение в явной форме в тер-
минах специальных функций. Для рассматриваемых типов колебаний 
вектор перемещений имеет единственную отличную от нуля компо-
ненту Ur. Кроме того, электрический потенциал U зависит только от 
радиальной переменной и, следовательно, вектор напряженности элек-
трического поля имеет единственную компоненту Er. 

Учитывая указанные предположения уравнения (1) и (2) примут 
вид 
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В уравнениях (3), (4) учтено, что все величины зависят от време-
ни по закону exp(–iωt). Легко видеть, что эти уравнения представляют 
собой систему связанных обыкновенных дифференциальных уравне-
ний второго порядка. 

Сформулируем соответствующие граничные условия механиче-
ского и электрического типов. 

Электрический потенциал U на внешней r = R1 и внутренней r = 
R2 поверхностях пьезокерамического цилиндра должен удовлетворять 
условиям: 
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где 2V0 – разность потенциалов, возникающая на электродах в силу 
пьезоэлектрического эффекта.  

Механические граничные условия следуют из общего выражения 
для вектора напряжений [4] 
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На внешней стороне r = R1 пьезокерамического цилиндра давле-
ние со стороны жидкости должно равняться нормальному напряжению 
σrr, а внутреннюю сторону r = R2 цилиндра по предположению будем 
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считать свободной от механических напряжений. Тогда для механиче-
ских граничных условий имеем 
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В (8) учтено, что касательные напряжения ϕσ r  и zrσ  для рас-

сматриваемых типов колебаний тождественно равны нулю. 
Таким образом, задача о радиальных колебаниях пьезокерамиче-

ского цилиндра состоит в нахождении решений Ur, U уравнений (3), 
(4), удовлетворяющих граничным условиям (5, 7, 8). 

Для решения уравнений (3), (4) выразим из уравнения (4) произ-

водную от электростатического потенциала 
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dU
 через компоненту Ur 

вектора перемещений. Для этого достаточно проинтегрировать по пе-
ременной r  уравнение (4), тогда получим 
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где c  – произвольная постоянная величина. 
Теперь подставим (9) в уравнение (3). После ряда преобразований 

получим уравнение для определения компоненты Ur вектора переме-
щения 
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где 2ε  – диэлектрическая проницаемость пьезокерамики; 3311, сс  – 

упругие постоянные; 3331, ee – пьезоэлектрические постоянные. 

Введем обозначения 
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Тогда уравнение (10) можно представить в виде 
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Уравнение (12) является неоднородным уравнением Бесселя. 
Можно непосредственными вычислениями показать, что введенный 
параметр µ  (см. формулу (11)) является не целым числом для реально 

используемых на практике пьезокерамик. Поэтому, на основании тео-
рии уравнения Бесселя [5], общее решение однородного уравнения 
соответствующего (12) (при 0=D ) имеет вид 

 ( ) ( ) ( ) ,krBJkrAJrU r µ−µ +=   (13) 

где А, В – произвольные постоянные величины; ( ) ( )µ−µ JJ ,  – 

функции Бесселя соответственно с индексом µ и –µ.  
Как известно [5], для функции Бесселя имеет место представле-

ние в виде ряда по степеням аргумента, а именно 
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где ( )LΓ  – Гамма-функция. 

Далее будем предполагать, что толщина R1 – R2 пьезокерамиче-
ского цилиндра мала, а именно ( ) 121 <<− RRk . Это позволяет, при 

дальнейших вычислениях в (14) ограничиться главным членом, т.е. 

 ( ) ( )
( )12 +µΓ

≅ µ

µ

µ
kr

krJ . (15) 

Построим теперь общее решение неоднородного уравнения (12). 
Как известно [6], общее решение неоднородного дифференциального 
уравнения второго порядка является суммой частного решения и об-
щего решения однородного уравнения (D = 0). В этой связи найдем 
частное решение уравнения (12). Это можно осуществить методом 
вариации постоянных [7]. Применяя этот метод, представим частное 

решение в виде 
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где W(x) – определитель Вронского для линейно независимых реше-
ний однородного уравнения (12), и функции W1(x), W2(x) задаются сле-
дующими формулами [10]: 
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Подставляя (17) в (16) получим 
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Воспользуемся теперь приближенным выражением (15) для 
функции Бесселя. Тогда из (18) имеем 
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Учитывая (19) и (13) окончательно получаем для общего решения 
неоднородного уравнения следующее выражение 
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Используя (20) из уравнения (9) найдем производную электроста-
тического потенциала ( )rU  
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Интегрируя (21) по переменной r  и учитывая граничное условие 
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Итак, формулы (20) и (22) дают общее решение системы уравне-
ний (3), (4). Следующий шаг в решении исходной задачи состоит в 
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удовлетворении граничных условий (5), (7), (8). 
Прежде всего, рассмотрим механические граничные условия (7), 

(8). Поставим формулу (9) для представления производной электроста-

тического потенциала 
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ния в механические граничные условия. Тогда (7), (8) можно записать 
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Подставив выражение (20) для компоненты rU  в (23), получим 
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Здесь введены следующие обозначения: 
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e
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+εµ
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Формулы (24), (25) образуют линейную систему уравнений отно-
сительно неизвестных величин A, B и C. Выразим с помощью этих 
уравнений A  и B  через C , для чего разделим каждое из уравнений 
на C , тогда получим  

 ;11211 baBaA =+       ,22221 baBaA =+  (27) 

где ;; CBBCAA ==     ( ) ( ) ;1211111 RkJaRkJakRa µ
'
µ +=

 ( ) ( ) ;1211112 kRJakRJakRa µ
'
µ −− +=  

( ) ( ) ( ) ( )22212222221221 kRJakRJakRa,kRJakRJakRa µ
'
µµ
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µ −− +=+= ; (28) 
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Из (27) получаем 

 ( ) ( )[ ]1222222
1

12212211 abbaCaΡaaaaA −+−= − , (29) 

 ( ) ( )[ ]2111221
1

12212211 baabCaΡaaaaB −+−−= − . 

Для определения величин A, B и C достаточно воспользоваться 
электрическими граничными условиями для электростатического по-
тенциала U, а именно (5). После ряда преобразований эти граничные 
условия можно представить в виде 
 32102 CdBdAdV ++=   (30) 

Здесь 
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Подставляя (29) в (30) находим величину C  

 
( ) ( )

( ) ( ) 3212112212221

221212211222110

dbabadbabad

adadΡaaaa2V
C

+−+−
−+−= . (31) 

Используя (31) легко найти величины A  и B  с помощью (29) 
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Подставляя (31) и (32) в (20) и (22) можно вычислить компоненту 
Ur вектора перемещений и электростатический потенциал U, которые 
имеют вид 
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Выводы. Таким образом, получено решение исходной задачи о 
электромеханических колебаниях пьезоэлектрического цилиндра, по-
зволяющее рассчитать оптимальные параметры пьезокерамического 
датчика, при которых его чувствительность достигает максимальных 
значений в заданной области частот. 
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