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РАСЧЕТЫ КОЛЕБАТЕЛЬНОЙ СКОРОСТИ В КРИО-
КОНСЕРВИРУЕМОЙ СРЕДЕ  
 

Analytical parities for computation of oscillatory speed and superfluous pressure, 
resulting diffractions of an acoustic wave on biological object are received charac-
terising the cryo-preserving environment. 
 
Получены аналитические формулы для расчета колебательной скорости и из-
быточного давления, возникающие в крио – консервирующей среде в резуль-
тате дифракции акустической волны на биологическом объекте. 

 
Отримано аналітичні формули для розрахунку коливальної швидкості та над-
лишкового тиску, що виникають у крио-консервуючому середовищі, в резуль-
таті дифракції акустичної хвилі на біологічному об'єкті. 
 

Постановка проблемы. Одним из определяющих факторов при 
определении скорости микропотоков [1] является колебательная ско-
рость частиц среды в окрестности граничной поверхности биологиче-
ского объекта. Однако, на практике геометрические размеры биологиче-
ского объекта могут быть значительно (на несколько порядков) меньше 
длины звуковой волны. В качестве крио-консервирующей среды рас-
сматривается сплошная среда с заданными значениями плотности, ско-
рости звука и вязкости. Биологические объекты моделируются геомет-
рическими телами в виде шара и эллипсоида вращения (вытянутый сфе-
роид). На поверхностях этих тел ставится граничное условие: равенство 
нулю, суммы давления возбуждающей звуковой волны и избыточного 
давления, возникающего в результате дифракции звуковой волны на 
биологическом объекте. Процесс воздействия звуковой волны на биоло-
гический объект описывается краевой задачей линейной акустики. 

Анализ литературы. В [1, 2, 4, 8, 9], проведен анализ моделиро-
вания процесса массопереноса частиц крио – консервирующей среды к 
поверхности биологического объекта, при этом решающую роль игра-
ют скорости микропотоков, возникающих при наличии звуковой вол-
ны. Одним из определяющих факторов при определении скорости 
микропотоков является колебательная скорость частиц среды в окре-
стности граничной поверхности биологического объекта. В [2] разра-
ботан алгоритм, который позволяет при любых соотношениях между 
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длиной звуковой волны и геометрическими размерами биологического 
объекта рассчитать с помощью компьютера колебательную скорость и 
избыточное давление. Однако, на практике геометрические размеры 
биологического объекта могут быть значительно (на несколько поряд-
ков) меньше длины звуковой волны. 

Цель статьи – рассчитать аналитические выражения для колеба-
тельной скорости и избыточного давления в окрестности границы био-
логического объекта, позволяющие проводить расчеты колебательной 
скорости с погрешностью, не превышающей 10 %. 

Расчет колебательной скорости. Основой для расчета является 
система уравнений [2] для потенциала колебательной скорости. 

 mmmm UyDy =+ . (1) 

Далее, будем рассматривать два типа биологических объектов, а 
именно: шар – моделирующий эмбрион и эллипсоидальный сфероид – 
моделирующий спермий.  

Потенциальную функцию sU  колебательной скорости можно 

представить в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )zyxRkGzdzyxU s ,,,,,,, 22
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ϕτϕτψτ+τρτρτ= ∫ ∫
π π

π−

&& (2) 

где  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ] 21222 sincos,,,, τ−+−ϕτρ+−ϕτρ=ϕτ zzyxzyxR . 

Параметрические функции ( )τz  и ( )τρ  определяются по сле-

дующим формулам 
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 Функция ( )ϕτ ,X  может быть представлена в следующем виде 

 ( ) ( ) ,cos, τΡ=ϕτ ∑∑
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где коэффициенты n
mX  выражаются через решение системы уравне-

ний (1) по формуле 

 ( ) m
n

m
n ynX 210,5+= . (6) 
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Таким образом, определив n
my  из системы уравнений (1) соглас-

но формулам (4) и (5) получаем значение потенциала колебательной 
скорости в любой точке крио-консервирующей среды вне биологиче-
ского объекта. Подставим (5) в (4) и поменяем порядки суммирования 
и интегрирования. Тогда с учетом (6) будем иметь 

( ) ( ) ( ) ×ττρ+−= ϕ
π π

π−

∞+

∞−=

∞

=
∫ ∫∑ ∑ mi

m

m
n

mn

s eynzyxU sin5.0,,
0

21   

                    ( ) ( )( ) ϕτϕττΡ× ddzyxRkG
m

n ,,,,cos                    (7) 

Выражение (7) является основой для получения приближенных фор-
мул для колебательной скорости и избыточного давления в окрестно-
сти биологического объекта. 

Будем предполагать, что длина возбуждающей звуковой волны 
значительно (на порядок) превосходит максимальный геометрический 
размер биологического объекта. В этом случае систему уравнений (1) 
можно решить методом последовательных приближений [5, 6] 
С учетом выше изложенного, формула (7) примет вид 

          ( ) ( ) ( ) ×ττΡττρ+−= ∫∑
π∞
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dUnU n
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s cossin5.0 0
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                            ( )( ) ϕϕτ× ∫
π

π−

dzyxRkG ,,,,                                    (8) 

Теперь рассмотрим случай биологического объекта в виде шара (мо-
дель эмбриона). Воспользуемся известным представлением [7, 8] 

              ( ) ( ) ( )τΡψ+= ∑
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где ( ) ( ) ( )xJxJ
x

x mmm 2121 ,
2 ++
π=ψ  – функция Бесселя 

первого рода ( )21+m -го порядка. 

С учетом (9) после ряда элементарных преобразований [7] полу-
чаем следующее выражение для потенциала колебательной скорости 
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Здесь ϕΘ






=Θ++= ,,,arccos,222 r
r

z
zyxr  – сферические 

координаты с началом координат совпадающие с центром эмбриона, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xx
x

x mmm
1

21
1

21 ,
2 ++ ΗΗ= πϕ  – функция Ханкеля 

( )5.0+m -го порядка. 

Для дальнейшего упрощения (10), воспользуемся асимптотиче-
скими разложениями для функций ( )Rkmϕ  и ( )Rkmψ  при 

0→Rk , [7] 

                              ( ) ., rkis e
r

R
ArU −≅Θ                                (11) 

Эта формула справедлива с точностью до членов порядка ( ) 3Rk . 

Получаем приближенное выражения для реального значения потен-

циала sU  колебательной скорости 

                     ( ).cos 0 trk
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r
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                             (12) 

Здесь α  – коэффициент затухания, который согласно [1] имеет вид 
 

                                        ,
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где f  – частота возбуждающей звуковой волны ( )fπ=ω 2 , 0ρ  и η  

– соответственно плотность и динамическая вязкость крио-
консервирующей среды. 

После ряда элементарных преобразований получаем выражение 
для расчета избыточного давления и колебательной скорости 
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Таким образом, потенциал колебательной скорости для эллипсои-
дального сфероида по своей структуре подобен потенциалу для шара. 
В самом деле, из (15) следует, что при больших расстояниях от грани-
цы эллипсоидального сфероида, когда выполняется 
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( ) 21222
21 22 zyxrrr ++=≅+ , потенциал (15) преобразуется к 

виду 
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Из (16) следует, что потенциал колебательной скорости эллипсоидаль-
ного сфероида на больших расстояниях ( )rrr 221 ≅+  совпадает с 

потенциалом колебательной скорости сферы, с радиусом, задаваемым 
по формуле (17). Определим теперь поле скорости 
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где zyxzyx eeeezeyexr
rrrrrrr

,,,++=  – орты декартовой сис-

темы координат с началом совпадающем с центром симметрии эллип-
соидального сфероида. Аналогично (14) легко получить выражение 
для расчета избыточного давления 

( )
( ) −











 ω−+γ=Ρ−Ρ

+α−

t
rr

k
rr

eBA

rr

2
cos 21

0
21

2

0

21

 

                      
( )












 ω−+ω− t
rr

k
2

sin 21
0                                  (19) 

Эти формулы являются основой для анализа процесса массопере-
носа частиц крио-консервирующей среды к поверхности биологиче-
ских объектов при наличии акустических колебаний. 

Выводы. Получены аналитические формулы для расчета колеба-
тельной скорости и избыточного давления, возникающие в крио-
консервирующей среде в результате дифракции акустической волны 
на биологическом объекте. Установлено, что амплитуда колебательной 
скорости у поверхности биологического объекта экспоненциально 
уменьшается с увеличением коэффициента затухания крио-
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консервирующей среды и прямо-пропорциональна амплитуде акусти-
ческой волны и обратно пропорциональна линейному размеру биоло-
гического объекта. 
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