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Ю.В. КОСТЕНКО 

ПЕРЕМЕННАЯ МАССА ЭЛЕМЕНТОВ В ВИБРОУДАРНЫХ СИСТЕМАХ: МОДЕЛИ И 
ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Изменение массы технологического груза для виброударных машин является достаточно частым явлением. В случае, когда массы тел 
являются соизмеримыми, а количество утраченной массы – значительным, то существенным образом меняются и параметры системы. 
Происходит изменение спектра собственных частот колебаний и в некоторых случаях – характера колебаний. В данной статье 
рассматривается задача о влиянии переменной массы технологического груза на характер динамических процессов, проводится сравнение 
временных распределений перемещений при различных характерах изменения. Приводится уточненное описание подхода, ставящего в 
зависимость количество утрачиваемой массы технологического груза от диссипированной энергии. 

Ключевые слова: виброударная машина, динамические процессы, переменная масса, характер изменения массы, диссипируемая 
энергия, метод Рунге-Кутты. 

Введение. Виброударные машины достаточно 
широко используются в настоящее время. Для их 
анализа обычно используют расчетную модель в виде 
двухмассовой системы. Решение для системы 
уравнений ищется путем интегрирования системы 
дифференциальных уравнений движения. Контактная 
сила ударного взаимодействия обычно представляется 
в виде зависимости от относительной скорости и 
величины взаимного сближения (внедрения друг в 
друга) двух взаимодействующих тел [1–9].  

В большинстве случаев параметры системы – 
массы тел, жесткости связей, вязкости представляются 
как постоянные в ходе интегрирования разрешающей 
системы уравнений. Такая постановка для случая, 
когда один из элементов системы имеет изменяемую 
массу, является упрощением, которое позволяет 
сделать описания процессов менее громоздкими и 
сложными, но при этом увеличивает степень 
несоответствия между моделью и реальным объектом. 
Это означает, что по результатам такого поиска можно 
получить характер динамического процесса лишь для 
какого-то конкретного набора параметров, который 
соответствует определенному моменту времени, а не 
всему временному промежутку. В случае малого 
изменения параметра влияние может быть 
несущественным, и пренебрежение им является 
допустимым, однако для случаев, когда параметры 
меняются значительным образом, их целесообразно 
учитывать для обеспечения адекватности и точности 
результатов. Данная задача нашла свое частичное 
решение в работах [8, 10]. 

Задача о моделировании динамических 
процессов в виброударных системах с частичным 
разрушением технологического груза была поставлена 
в статье [7]. Виброударная система описывается 
системой уравнений (1). Решение для системы 
дифференциальных уравнений движения находится 
методом численного интегрирования методом Рунге-
Кутты системы уравнений.  
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 (1) 

где 1w  и 2w  - с точностью до направления 

перемещения тел 1 и 2 с массами 21,mm (возможно 

внедрение тел друг в друга в результате локального их 
деформирования в зоне контакта); 11, HC  - 

коэффициенты жесткости и вязкости системы 
подрессоривания тела 1; ,A - амплитуда и круговая 

частота внешней возбуждающей гармонической силы; 
g  - ускорение свободного падения [1]. 

Представление силы ударного взаимодействия F  
более подробно описано в работе [7]. Описание 
изменения массы по заранее заданной функции 
(линейный и кусочно-линейный характер) 
представлено в статье [8]. В работе же [10] 
предлагается подход для описания характера 
изменения массы в зависимости от количества 
диссипированной энергии. При этом вводится 
коэффициент ( eK ), определяемый из экспериментов 

(отражает физико-механические свойства материала 
кома и условия его изготовления). Он вводится как 
усреднённая постоянная для всего процесса 
взаимодействия, но, как можно предположить, 
сопротивляемость материала кома к разрушению 
может изменяется со временем. Таким образом, для 
описания этого можно использовать набор значений 

eK (2). 
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В результате, можно задавать различную 
сопротивляемость разрушению для различных этапов 
выбивки (большая часть массы технологического 
груза утрачивается в начале или в конце 
технологического процесса). 

В качестве тестовой задачи рассмотрим случай 
для той же двухмассовой виброударной системы, что и 
в предыдущей работе [10]. При этом коэффициент eK  
будет подобран таким образом, чтобы на начальных 
ударах количество утраченной массы было больше, 
чем в случае, когда он постоянен. 

Постановка задачи. Данная задача решается на 
основе тестовой виброударной системы. 
Рассматривается двухмассовая виброударная система, 
описанная в [1], со следующими параметрами: 
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1m 15960 кг, 2m 5000 кг, C 5280 кН/м, 

H 127680 Нс/м, A 293 кН,  16 Гц, 
addC 870 кН/м. Рассматривается процесс 

длительностью 120 с, которым соответствует 40000 
шагов численного интегрирования, что обеспечивает 
333 шага на 1 секунду рассматриваемого процесса.  

В результате численного интегрирования 
системы дифференциальных уравнений движения (1) 
методом Рунге-Кутты с нулевыми начальными 
условиями, получаем временные распределения для 
характера постепенного изменения массы 
технологического груза. 

Математическая модель. В работе используется 
система дифференциальных уравнений (1). Функция, 
описывающая вид силы ударного взаимодействия 
является негладкой. Получение аналитического 
решения для многомассовых систем является 
достаточно трудоемким и сложным процессом. По 
этой причине для решения данной задачи 
используется метод прямого численного 
интегрирования системы дифференциальных 
уравнений по методу Рунге-Кутты [11], который 
программно реализован в различных пакетах 
компьютерной алгебры, в том числе и в Maple, 
который был использован для решения данной задачи.  

Результаты расчетов. Варьирование eK  

проводилось таким образом, чтобы ee KK 10max , а 

ee KK  1,0min . На рисунке 1 представлен график, на 

котором отображена зависимость изменения массы в 
зависимости от диссипированной энергии для 
текущего значения коэффициента eK , а также 

характер изменения массы первую секунду процесса. 

 

Рис. 1 – Изменение массы технологического груза на 
интервале 120с 

Сравнение временного распределения изменения 
массы в зависимости от диссипации энергии с 
линейным характером изменения массы 
технологического груза представлено далее на 
рисунках 2-3 (Ke – кривая, описывающая изменение 
массы в зависимости от диссипированной энергии; 
Linear - кривая, описывающая изменение массы по 
линейной зависимости от времени). 

Как можно увидеть из них, различия в характерах 
изменения массы являются более существенными, чем 
полученные в работе [10]. 

Затем было проведено варьирование величины 
коэффициента eK  в стороны уменьшения и 

увеличения. Для этого были использованы множители 
[0,1; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8] для уменьшенных значений и 

множители [1, 2, 4, 6, 8, 10] - для увеличенных. 
Уменьшенные значения коэффициента eK  позволяют 

моделировать более медленное разрушение 
технологического груза, на рассматриваемом 
временном интервале, в сравнении с базовым 
значением, а увеличенные – случай скоротечной 
утраты массы. На рисунках 4-7 приведено сравнение 
временных распределений изменения массы для 
различных значений коэффициента eK  в сравнении с 

первоначальной его величиной, аналогичное 
представленному ранее в работе [10].  

 

Рис. 2 – Сравнение характеров изменения масс, при 
различных способах задания 

 

Рис. 3 – Сравнение характеров изменения масс, при 
различных способах задания 

 

Рис. 4 – Сравнение характеров изменения масс при 
увеличении eK  

 

Рис. 5 – Сравнение характеров изменения масс при 
увеличении eK  
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Рис. 6 – Сравнение характеров изменения масс при 
уменьшении eK  

 

Рис. 7 – Сравнение характеров изменения масс при 
уменьшении eK  

 

Рис. 8 – Сравнение характеров вертикальных перемещений 
во времени при постоянной массе и изменяемой линейно 

 

Рис. 9 – Сравнение характеров вертикальных перемещений 
во времени при постоянной массе и изменяемой в 

зависимости от диссипируемой энергии 

Проведем сравнения временных распределений 
перемещений одного из тел. На рис. 8 представлены 
перемещения корпуса виброударной машины для 
случаев с постоянной массой технологического груза 

и изменяемой по линейному закону. Результаты 
представлены на временном интервале 30с. 

Проведем аналогичное сравнение для случаев 
постоянной массы и массы, убываемой в зависимости 
от диссипированной при ударе энергии (рис. 9). 
Также, для большей наглядности, на рисунках 10-11 
представлены распределения перемещений на одном 
периоде колебаний. Необходимо при этом отметить, 
что относительно начала рассматриваемого процесса, 
это разные моменты времени (как показано на рис. 8-
9). 

 

Рис. 10 – Сравнение характеров вертикальных перемещений 
во времени на одном периоде при постоянной массе и 

изменяемой линейно от времени 

 

Рис. 11 – Сравнение характеров вертикальных перемещений 
во времени на одном периоде при постоянной массе и 
изменяемой в зависимости от диссипируемой энергии 

Как можно увидеть из рисунков 8-9 и 10-11, 
характер процесса, что для первого, что для второго 
случая весьма схож с точки зрения попарного 
сравнения временных распределений перемещений 
корпуса машины. Это объясняется достаточной 
длительностью процесса постепенного убывания 
массы технологического груза в сравнении с 
периодом от удара до удара. 

Анализ результатов. На основании результатов, 
полученных в ходе описанных в работе исследований, 
можно утверждать, что в целом, несмотря на 
увеличение различий в характере изменения массы в 
сравнении с результатами более ранней работы [10], 
общий характер изменения перемещений не 
претерпевает значимых изменений. Таким образом, 
можно предположить, что в ряде случаев закон 
изменения массы технологического груза, может быть 
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для упрощения представлен как зависимость от 
времени в линейном виде.  

Анализ полученных результатов позволяет 
сделать следующие выводы:  

1) В работе был предложен подход для учета 
различной сопротивляемости песчано-глинистой 
смеси к разрушению вследствие ударного 
взаимодействия на различных этапах 
технологического процесса.  

2) Получены кривые, описывающие изменения 
массы при различных значениях eK , и приведено их 

сравнение для уменьшенных и увеличенных значений 
коэффициента eK  в сравнении с его базовой 

величиной.  
3) Было проведено сравнение временных 

распределений для перемещений корпуса 
виброударной машины при разных характерах 
изменения массы (постоянная масса и линейно 
изменяемая, зависящая от времени; постоянная масса 
и изменяемая, зависящая от диссипированной 
энергии) По результатам сравнений временных 
распределений для перемещений можно заключить, 
что различия являются незначительными ввиду 
достаточной длительности рассматриваемого 
процесса и плавности убывания массы. Ввиду этого 
характер изменения массы может быть представлен в 
ряде случаев для упрощения в линейном виде. 

Дальнейшее совершенствование методов расчета 
виброударных систем, в частности углубление 
подхода с использованием переменных во времени 
параметров, является объектом будущих 
исследований.  
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