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Розглянуто аналіз методів рішень завдань аналітичної та нарисної геометрії, що пов’язані з фор-
мою і взаємним положенням геометричних об’єктів. Показано єдність аналітичних і графічних 
методів на прикладі кінематичного аналізу плоского механізму. Для завдання по визначенню 
швидкостей елементів плоских механізмів показано єдність подолання проблеми розкриття не-
визначеності. Для механізмів паралелограма і антипаралелограма виконано аналіз для окремого 
положення ланок, коли неможлива побудова плану швидкостей. Для рішення поставленого за-
вдання графічним методом залучено побудову плану прискорень, оскільки прискорення є похід-
ною від швидкості. Лінійну та кутову швидкості точок плоских механізмів визначено побудовою 
трикутника швидкостей. В якості підказки для вирішення розглянутої задачі використане прави-
ло Лопіталя, згідно з яким межа відносини двох функцій, що прагнуть до нуля, замінюється від-
ношенням їх похідних. 
 Ключові слова: нарисна геометрія, аналітична геометрія, кінематика механізму, розкриття 
невизначеності, правило Лопіталя. 
 

Вступ та постановка проблеми. При проведенні різних навчальних та 
інженерних розрахунків застосовують аналітичний або графічний методи. 
Кожен з них має певні переваги та недоліки. Аналітичний метод характери-
зується високою точністю при використанні мікрокалькуляторів, однак вели-
кою трудомісткістю і відсутністю наочності. У свою чергу, графічні методи 
мають гарну наочність. Всі ці характеристики справедливі при проведенні 
розрахунків вручну без використання комп’ютерної техніки. Впровадження в 
останні роки обчислювальної техніки практично зрівняло якості двох методів 
розрахунків. Трудомісткість аналітичних методів знижується за рахунок ви-
користання комп’ютерних програм, а наочність підвищується за рахунок ви-
користання графічних засобів цих програм. 

В свою чергу, використання, наприклад, середовища AutoCad дозволяє 
при великій наочності графічних побудов отримати високу точність резуль-
татів. 

У зв’язку з цим можна констатувати, що при вирішенні тієї чи іншої за-
дачі оптимальний метод її розв’язання слід вибирати залежно від характеру 
цього завдання. 

В інженерних вузах (машинобудівних, будівельних, транспортних та 
інших) завдання, що пов’язані з формою і взаємним положенням геометрич-
них об’єктів, вирішуються як аналітичними, так і графічними методами. Тра-
диційно ці методи вивчаються в різних курсах: аналітичні – в курсі «Аналі-
тична геометрія» і графічні – в курсі «Нарисна геометрія». Тому що ці курси 
найчастіше викладаються на різних кафедрах, студенти (а іноді й викладачі) 
не розуміють внутрішньої єдності між цими, на перший погляд різними, ме-
тодами розрахунків. У зв’язку з цим нам здається доцільним читання цих ди-
сциплін в рамках об’єднаного курсу, в якому аналітичні рішення ілюстру-
ються графічними побудовами. 

 
Аналіз останніх досягнень і публікацій. Перші публікації та навчальні 

посібники, що об'єднують викладання аналітичної та нарисної геометрії, від-
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носяться до шістдесятих років минулого століття [1]. З тих пір в колишньому 
СРСР і країнах СНД були захищені дисертації на цю тему і видано ряд під-
ручників, наприклад [2 – 4]. Але до цих пір немає єдиної думки про оптима-
льне вирішенні цієї проблеми. 

 
Формулювання цілей статті. У цій статті розглянуто частинне питан-

ня, що ілюструє єдність аналітичних і графічних методів розрахунків на при-
кладі рішення одного із завдань кінематики. 

 
Виклад основного матеріалу дослідження. Розглянемо рішення задачі 

по визначенню швидкостей елементів плоских механізмів, що може бути ви-
конане як графічним, так і аналітичним методами [5]. На рис. 1 а наведена 
схема шарнірного чотириланковика, що дозволяє перетворити обертальний 
рух кривошипа ОА в зворотно-обертальний рух ланки СВ. Якщо відома куто-
ва швидкість кривошипа ОА дорівнює ω , то лінійна швидкість точки А скла-
дає AV OAω= ⋅  і вона спрямована перпендикулярно поздовжній осі криво-

шипа у бік обертання. Якщо кутова швидкість 11сω −= , то модуль швидкості 
точки А складає AV OA= . 
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Рис. 1 – Блок-схема алгоритма настройки параметров модели. 
 
Швидкість точки В можна визначити графічним методом побудовою 

трикутника (плану) швидкостей, скориставшись тим, що точка В одночасно 
належить двом ланкам: АВ, що здійснює плоский рух, та СВ, що обертається 
з ланкою С. 

Для першої умови можна записати векторне рівняння, що зв'язує швид-
кості точок В і А у формі: 

.B A BAV V V= +
G G G

                                                 (1) 

При цьому вектор AV
G
спрямований перпендикулярно ОА, а вектор BAV

G
 

перпендикулярний АВ. Оскільки точка В належить також ланці СВ, то вектор 
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її швидкості спрямований перпендикулярно поздовжньої осі ланки СВ. 
Побудову плану швидкостей показано на рис. 1 б, при цьому полюс пла-

ну Р збігається з точкою А, та напрямок векторів визначається кутами ϕ , α  і 
β . На рис. 1 б також показаний план швидкостей з позначенням кутів при 
вершинах цього трикутника. При цьому кут 180 ( )γ β α= − − . На підставі 
теореми синусів можна отримати співвідношення між швидкостями точок В і 
А для аналітичного визначення лінійної швидкості точки В: 

sin( ) .
sin( )B AV V φ α

β α
−

=
−

                                                   (2) 

Розглянемо окремий випадок такого механізму, коли СВ = ОА. Він пред-
ставлений на рис. 2 і носить назву механізму паралелограма. У цьому випад-
ку 0α =  і β ϕ= , тоді B AV V= . 

Тепер розглянемо ще більш частинний випадок, представлений на рис. 
3, коли поздовжні осі ланок опиняються на одній прямій. У цьому випадку 
всі перераховані вище кути дорівнюють нулю і вираз (2) приводиться до ви-
гляду sin(0) sin(0)B AV V= ⋅ , тобто в правій частині виходить невизначеність 
0 0 . 

O

A B

C

 
Рис. 2 – Схема механізму паралелограма. 

Якщо це проілюструвати графі-
чними побудовами, то отримаємо, що 
три вектора AV , BV  і BAV  розташо-
вуються на одній вертикальній пря-
мій, і є проблематичним визначення 
положення точки b  на плані швидко-
стей. Правда, якщо обидва кривошипа 

механізму паралелограма обертаються в одному напрямку, то з простих фі-
зичних уявлень неважко показати, що точки b  і a  співпадуть, та швидкості 

BV  і AV  будуть однаковими. Проте можливий випадок, коли обидва криво-
шипа будуть обертатися в протилежних напрямках, і чотириланковик в цьо-
му випадку перетворюється на механізм антипаралелограма. Як же в цьому 
випадку визначити положення точки b  на плані швидкостей? 

 
 

Рис. 3 – Окремий випадок положення ланок механізму паралелограма. 
 

Рішення поставленої задачі побудуємо на підставі єдності графічних і 
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аналітичних методів розрахунку. Як відомо з курсу математичного аналізу, 
розкриття невизначеності виду 0 0  виконується за допомогою правила Ло-
піталя [6], згідно з яким межа відносини двох функцій, що прагнуть до нуля, 
замінюється відношенням їх похідних. У зв’язку з цим для вирішення поста-
вленого завдання залучимо побудовою плану прискорень, оскільки приско-
рення є похідною від швидкості. 

Розглянемо побудову плану прискорень, що представлений на рис. 4. 
 

2 / rVА

а

2( ) /KrVB- AV

2/ rVB

t

t

n

m

 
 

Рис. 4 – План прискорень для положення механізму паралелограму. 
 

Прискорення точки А визначається як 2
Aa OAω= ⋅ . Позначимо OA r= . 

Тоді прискорення можна визначити, як 2
A Aa V r= . 

Прискорення точки В можна визначити за допомогою двох векторних 
рівнянь: 

,n
B A BA BAa a a aτ= + +
G G G G                                          (3) 

.n
B BC BCa a aτ= +
G G G                                             (4) 

При кутовій швидкості кривошипа 1,1сω −=  прискорення Aa OA= . То-
ді на плані прискорень a rπ = . 

Нормальне прискорення: 
2 2( )

.n BA B A
BA

V V V
a

OC kr
−

= =                                         (5) 

Тут ми прийняли OC kr= , де 1k >  – коефіцієнт, що визначає відстань 
між опорами О і С. Оскільки швидкість BV  ще не відома, на плані приско-
рень відкладемо відрізок an  довільної довжини, що відображає прискорення 

n
BAa . Тоді вектор BAaτ  спрямований перпендикулярно nπ , і на цій лінії пови-

нна знаходитися точка b . На підставі другого рівняння 2n
BC Ba V r= . Початок 

цього вектора − в полюсі π , а кінець в деякій точці m , що лежить на проме-
ні nπ . Вектор BCaτ  спрямований перпендикулярно mπ  і на цьому промені 
повинна знаходитися точка b . 
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Таким чином, завдання має рішення, якщо точки m і n співпадають. При 
цьому повинна дотримуватися рівність: 

2 2 2( )
.A B A BV V V V

r kr r
−

+ =                                       (6) 

0 1 2 3 4 5 6 7 k

1
2

3

4

5

6

7

 
Рис. 5 – Графік залежності AV  та BV . 

Перетворимо цей вираз і отри-
маємо зв'язок між BV  і AV  у вигляді 
квадратного рівняння: 

2( ) ( )B A B AV V k V V− − − ×  
( ) 0.B AV V× + =            (7) 

Перший корінь B AV V=  відпо-
відає механізму паралелограма, а 
другий корінь ( ) ( )1 1B AV V k k= + −  
– механізму антипаралелограма. 

Наприклад, для 2k =  корінь 
3B AV V= − . 

На рис. 5 представлений графік залежності ( ).B AV V f k=  
 

Висновки. У результаті аналізу рішення одного із завдань кінематики 
графічним і аналітичним методами показано єдність подолання виниклої 
проблеми розкриття невизначеності. 
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