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Введение 
 

Теория управления технологическими процессами является интенсивно развиваю-
щейся областью знаний, создание которой стимулируется практическими потребностя-
ми развития производства. Наряду с традиционными методами начинают играть все 
большую роль новые методы построения моделей управления технологическими про-
цессами, связанные с широким использование статистического подхода [1, 2], хорошо 
представленного в теории автоматического управления. Основные принципы формиро-
вания управления технологическим процессом основываются на программном управ-
лении и управлении по возмущения [3]. Структура системы управления параметрами 
технологического процесса в известной мере отражает временной порядок принятия 
решения [3], что позволяет статистически выразить медленно меняющие значения па-
раметров технологического процесса на макроуровне через состояния объектов произ-
водственно-технической системы на микроуровне [1, 2]. 
 

1. Техническое содержание задачи расчета программного движения 
 

Перед предприятием, работающим в одну смену, поставлена задача выпуска пар-
тии изделий за минимально возможный производственный цикл. Для выполнения зада-
чи выделены ресурсы на проведение сверхурочных работ. Известна технология изго-
товления продукции: а) последовательность технологических операций в составе тех-
нологического процесса и их параметры; б) оборудование, необходимое для выполне-
ния технологической операции, параметры его работы и схема расстановки; в) свойства 
предмета труда и законы переноса технологических ресурсов на предметы труда в ходе 
воздействия оборудования. Сокращение длительности производственного цикла воз-
можно за счет использования заданного ресурса сверхурочного времени. Полагаем, что 
стоимость часа выполнения сверхурочных работ является разной для каждой техноло-
гической операции. Макропараметрами технологического процесса в двухмоментном 
описании являются межоперационные заделы и темп движения предметов труда по 
технологическому маршруту [1]. Для описания поведения макропараметров технологи-
ческого процесса в пространстве и времени [1, 2] введем одномерное координатное 
пространство ( )St, . Координата S (грн) определяет место расположения предмета тру-
да в технологическом маршруте, соответствует стоимости технологических ресурсов, 
перенесенных на предмет труда в данном месте технологического маршрута в момент 
времени t . Введение одномерного координатного пространства позволяет построить 
компактные, качественно обозримые модели управления технологическим процессом 
поточной линии. Хотя многомерное описание приводит к повышении точности и адек-
ватности описания объекта, следует заметить, что полученные результаты в рассмот-
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ренном одномерном описании позволяют получить результаты, содержащие более об-
ширную качественную и количественную информацию о поведении макропараметров 
технологического процесса, чем модели [3]. Разобьем координатную ось S0  на отрезки 

[ [mmm SSS ,1−∈Δ . Координата 1−mS (грн) и mS (грн) характеризует начало и окончание 
ойm −  технологической операции, последовательно расположенных вдоль технологи-

ческого маршрута, Mm ..1= . При этом полагаем, что 00 =S (грн), MS = dS (грн), где 

dS (грн) – себестоимость изготовления продукции. 
Пусть функция ( )mñ Stz ,  ( )часгрн  определяет стоимость часа сверхурочных работ 

для ойm −  операции в момент времени t . В течение производственного цикла стои-
мость часа сверхурочных работ для одной и той же операции может меняться. Введем 
плотность ( )Stz ,ω  распределения стоимости часа сверхурочных работ и плотность 

( )Stω  распределения операций по технологическому маршруту на интервале [ ]dS;0 : 
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Функции распределения ( )Stz ,ω  и ( )Stω  определены из условий (1) и (2), норми-
рованы на стоимость работы технологической линии в сверхурочное время в течение 
одного часа и количество M  технологических операций. Введем функцию ( )StW ,δ , 
характеризующую работу оборудования в сверхурочное время. Определим ( ) dtStW ⋅,δ  
как количество сверхурочных часов работы оборудования в месте технологического 
маршрута с координатой [ [mm SSS ,1−∈  за время dt . Стоимостью затрат на выполне-
ние îém −  операции за длительность производственного цикла dT  

( ) ( )∫ ∫
−

⋅
d m

m

T S

S
z dtdSStStW

0 1

,, ωδ ( )грн . Стоимость свС  затрат технологических ресурсов на 

проведение сверхурочных работ за продолжительность производственного цикла dT : 

( ) ( )∫ ∫ ⋅=
d dT S

zdсв dtdSStStWTС
0 0

,,)( ωδ  ( )грн , 

а продолжительность свТ  проведения сверхурочных работ для всех M  операций  

( ) ( )∫ ∫ ⋅=
d dT S

tdсв dtdSSStWTТ
0 0

,)( ωδ  ( )час . 

Макропараметры технологического процесса для непрерывного поточного произ-
водства с достаточно большим количеством технологических операций удовлетворяют 
системе одномоментных балансовых уравнений [1]: 

[ ] ( )
t

St
∂

∂ ,0χ
+

[ ] ( )
S

St
∂

∂ ,1χ
=0, [ ] ( )St,1χ = [ ] ( )St,1ψχ . (3) 

Нормативный темп [ ] ( )St,1ψχ  движения предметов труда по свободной технологи-

ческой линии задан. Управление макропараметрами [ ] ( )St,0χ , [ ] ( )St,1χ  осуществляется 
за счет регулирования длительности, времени и места проведения сверхурочных работ. 
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Управляющая функция ( ) ( )StWStU ,, δδ =  – длительности сверхурочных работ в месте 
технологического маршрута с координатой S  в момент времени t . Поведение макро-
параметров стеснено начальными и граничными условиями, которые определяют рас-
пределение предметов труда по технологической линии в начальный и конечный мо-
мент времени и (граничные условия) поступление со склада сырья, материалов на пер-
вую технологическую операцию и выдачу изделий с последней операции. 

[ ] ( )S,00χ = [ ] ( )S00χ , [ ] ( )STd ,0χ = [ ] ( )S
dT0χ , [ ] ( )0,0 tχ = [ ] ( )tS0χ , [ ] ( )0,1 tχ = [ ] ( )tS1χ  

В отсутствие сверхурочных работ макропараметры технологического процесса в мо-
мент qt  окончания ойq −  смены и начала ( ) ойq −+1 смены являются непрерывными 
функциями времени t  с непрерывными производными n-го порядка. Предполагается, 
что сокращения длительности производственного цикла не приводит к изменению тех-
нологии производства, т.е параметры, характеризующие технологическую операцию 
остаются неизменными, а именно [ ] ( ) [ ] ( )SSt q11 , χχ = . Принимая это во внимание, сис-
тема уравнений (3) может быть проинтегрирована  

[ ] ( )St,0χ = [ ] ( )S,00χ –
[ ] ( )

t
S

Sq ⋅
∂
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, [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )SStSt q111 ,, χχχ ψ == . 

Для управления макропараметрами технологического оборудования дополним 
уравнения (3) управляющей функцией ( ) ( )StWStU ,, δδ = : 
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( ) ( )StWStU ,, δδ = = ( ) ( )qttStW −⋅ δ, , qt = q⋅8  (час) ( ) )(8, часStW q ≤ . 

где ( )qtt −δ -дельта-функции Дирака. Управление макропараметрами осуществляется за 
счет управления длительностью сверхурочных работ. Сверхурочные работы выполня-
ются в момент времени qt  между окончанием q -ой смены и началом ( )1+q -ой смены. 
Тогда выражение для изменения плотности межоперационных заделов (4) может быть 
записано в следующем виде 
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где моменты времени проведения сверхурочных работ τ≤<<<<<< + kqq tttt .........0 11  )(час  

с продолжительностью ( )StW ,1 ,…, ( )StW q , , ( )StW q ,1+ ,……, ( )StW k , )(час . Число смен 

со сверхурочной работой оборудования, моменты времени qt , их длительность 

( ) )(8, часStW q ≤  зависят от выбора управления и в задачах управления являются управ-
ляющими параметрами. Общее количество предметов труда в межоперационном заделе 
протяженностью ( )1−−= mmm SSSΔ  для технологической операции с началом 1−mS  и 
окончанием mS  определяется величиной 
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где [ ] ( ) [ ] ( )( )∫
−

−
m

m

S

S
dSSS

1

,0, 00 χτχ  (шт) – изменение межоперационного задела ойm−  тех-

нологической операции за время τ )(час ; [ ] ( ) τχ ⋅mq S1 (шт) – количество предметов 

труда, которое ушло с ойm−  технологической операции на ( ) уюm −+1  за время 
τ )(час ; [ ] ( ) ( )mqmq StWS ,1 ⋅χ  (шт)- количество предметов труда, которое ушло с 

ойm−  технологической операции на ( ) уюm −+1  за время ( )mq StW ,  )(час  проведения 

сверхурочных работ между окончанием q -ой и началом ( )1+q -ой смены. 
 

2. Постановка задачи программного управления. 
 

В достаточно общем виде задача определения оптимальной программы управления 
макропараметрами [ ] ( )St,0χ , [ ] ( )St,1χ  поточной технологической линии с использова-
нием для управления сверхурочных работ может быть сформулирована следующим 
образом: определить состояние макропараметров [ ] ( ) 00 , GSt ∈χ , [ ] ( ) 11 , GSt ∈χ  поточ-
ной линии в течение промежутка времени [ ]dTt ,0∈  вдоль технологического маршрута 

[ ]dSS ,0∈  при управлении длительностью сверхурочных работ 
( ) ( ) UGStWStU ∈= ,, δδ , доставляющих минимум функционалу  
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ограничениях вдоль траектории на фазовые переменные [ ] ( )St,0χ  
[ ] ( )St,0 0χ≤ , [ ] ( ) [ ] ( )SSt G00 , χχ ≤ , 

ограничениях вдоль траектории на управление ( )StU ,0 δ≤ , ( ) ( )SUStU Gδδ ≤, , при на-
чальных условиях [ ] ( )S,00χ = [ ] ( )S00χ , при конечном состоянии (цель управления) 
[ ] ( )STd ,0χ = [ ] ( )S

dT0χ  и граничных условиях [ ] ( )0,1 tχ = [ ] ( )01qχ ; [ ] ( )dSt,1χ = [ ] ( )dq S1χ . 
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