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Запропоновано математичну модель 
динамічної задачі багатокритеріальної 
оптимізації змісту проекту при наявності 
обмежень і заданих альтернативних варі-
антах виконання робіт, представлених у 
вигляді мережевих моделей
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Предложена математическая модель 
динамической задачи многокритериаль-
ной оптимизации содержания проекта при 
наличии ограничений и заданных альтер-
нативных вариантах выполнения работ, 
представленных в виде сетевых моделей
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A mathematical model of dynamic multi-obj-
ective optimization problem scope of the project 
with constraints and given alternative embodi-
ments of the works presented in the form of net-
work models is suggested
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Традиционно при управлении проектами рассма-
тривают так называемый треугольник управления 
проектами, сторонами которого являются содержание 
проекта, время и стоимость. Данные характеристи-
ки влияют на качество проекта и его продукта. На 
наш взгляд более правильно рассматривать пирамиду 
управления проектами, ребрами которой являются 
содержание проекта, экономический, социально-по-
литический, экологический, технологический эффек-
ты от проекта, время, стоимость, качество продукта и 
риски проекта. Только вся совокупность указанных 
характеристик действительно определяет качество 
проекта с точки зрения заказчика и общества на всех 
фазах его жизненного цикла, включая и эксплуатаци-
онную фазу или фазу потребителя.

Существующие модели и методы оптимизации со-
держания проекта ограничиваются в основном рас-
смотрением только времени и стоимости проекта, а 
также качества продукта проекта.

В работе [1] предложены модель и метод оптимиза-
ции содержания проекта с точки зрения времени его 
выполнения. В работе [2] рассматриваются модель и 
метод оптимизации содержания проекта по критерию 
затраты на его осуществление при наличии ограниче-
ний на сроки. В работе [3] впервые предложена много-
критериальная модель задачи оптимизации содер-
жания проекта по критериям время и стоимость при 
наличии альтернативных вариантов выполнения работ 
или их комплексов, заданных в виде сетевых моделей. 
В работе [4] предложены модель и метод оптимизации 

содержания проекта по срокам и стоимости его выпол-
нения при наличии ограничений на качество продукта 
после выполнения определенных этапов проекта. Для 
решения задач в работах [1, 2] предложены методы, 
основанные на неявном переборе. В работе [3] для 
решения двухкритериальной задачи предложен метод, 
основанный на сочетании минимакса и неявного пере-
бора. Для решения двухкритериальной задачи в статье 
[4] предложено использовать обобщенный критерий 
и неявный перебор. Во всех указанных работах полу-
чил развитие оптимизационно-имитационный подход, 
предложенный в работе [5].

Целью данной работы является создание матема-
тической модели многокритериальной оптимизации 
содержания проекта по критериям прибыль, сроки, 
стоимость, качество и риски проекта, при наличии 
ограничений и заданных альтернативных вариантах 
выполнения работ или их комплексов, представлен-
ных в виде сетевых моделей.

Предложена математическая модель задачи, ко-
торая содержит пять, подлежащих минимизации це-
левых функций. Одна из функций отражает прибыль 
предприятия до налогообложения за все годы жизнен-
ного цикла, другая – время выполнения проекта, кото-
рое рассчитывается с помощью метода критического 
пути или иного метода в сетевой модели, третья – за-
траты на осуществление проекта, четвертая – значение 
обобщенного показателя качества продукта проекта, а 
пятая – представляет собой оценку рисков, связанных 
с реализацией проекта.
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В модели предполагается, что после завершения от-
дельных этапов выполнения проекта не должно быть 
финансовых задолженностей. Также ограничением 
модели является максимальное время выполнения 
проекта. Заданы ограничения на качество продукта 
проекта и на риски, связанные с ним.

При этом предполагается, что на каждом этапе 
проекта может осуществляться не более одного из 
альтернативных вариантов выполнения работ. Модель 
задачи имеет вид:
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где T  - время жизненного цикла, включающее 
инвестиционную фазу и фазу эксплуатации или по-
требления продукции;

Tpr − время выполнения всех операций проекта на 
инвестиционной фазе;

l − вид продукции, общее количество которых рав-
но L;

Ct
l( ) − стоимость продукции l-го вида в t-м году;

Dt
l( ) − прогноз спроса на продукцию l-го вида в t-м 

году,
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xhj ∈ }{0 1, ,  h H= 1, ,  j Mh= 1, ;

xhj − булевая переменная, равная единице, если 
осуществляется j-й вариант выполнения операций на 
h-м этапе, и равная нулю в противном случае;

G − сетева я модель операций проекта, включа-
юща я а льтернативные варианты их выполнения, 
G A Z W= { }, , ,τ  

A − множество узлов сети,

A a
hij= { } , i n j= 1, , h H= 1, , j Mh= 1, ,

где a
hij – i-я операция, осуществляемая на h-м этапе 

в j-м варианте (альтернативе) сетевой модели;
nj – количество операций в j-м варианте сетевой 

модели;
Z − множество направленных дуг,

Z z
hi pmj f= { },

, i n j= 1, , m nf= 1, , h p H, ,= 1 , j Mh= 1, ,

f Mp= 1, ,

где z
hi pmj f,

 − дуга, которая выходит из узла i на эта-
пе h альтернативного варианта j и входит в узел m на 
этапе p альтернативного варианта f; i m≠  при p h= ; 
p h≥ ;

τ − множество сроков выполнения операций в 
узлах,

τ τ= { }hij , i n j= 1, , h H= 1, , j Mh= 1, ,

где τ
hij  − срок выполнения i-й операции на h-м эта-

пе для j-го варианта выполнения операций;
W − множество стоимостей выполнения операций 

сети,

W w
hij= { } , i n j= 1, , h H= 1, , j Mh= 1, ,

где w
hij  − стоимость выполнения i-й операции на 

h-м этапе для j-го варианта выполнения операций;
Bt

l( ) − прогнозируемый спрос на продукцию l-го 
вида в t-ом году;

At
l( ) −  производственная мощность по l-му виду 

продукции в t-ом году;
α t  − коэффициент дисконтирования;
Mh  − количество вариантов выполнения операций 

на этапе h, t t= 1, ;
h − номер этапа выполнения операций;
Н – количество этапов в проекте;
Whjt

' − единовременные затраты на h-м этапе в j-м 
варианте работ в t-м году с начала реализации про-
екта;

Ehjt − остаточная стоимость выбывающих в t-м году 
основных фондов при осуществлении на h-м этапе j-го 
варианта выполнения работ по проекту;

Ut − текущие затраты, связанные с производством 
продукции;
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whj – стоимость выполнения операций j-го вариан-
та сетевой модели на h-м этапе (может складываться из 
стоимостей нескольких операций);
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Ψhjr
norm – нормированное значение r-го показателя 

качества продукта, который получается после осу-
ществления j-го варианта выполнения работ на h-м 
этапе проекта, r R= 1, ,

Ψ
Ψ Ψ
Ψ Ψhjr

norm hjr=
−
−

min

max min

.

Ψhjr - значение показателя качества r для j-го аль-
тернативного варианта выполнения работ по проекту 
или их комплексов на этапе h;

Rh  – количество показателей качества продукта в 
результате выполнения этапа h;

Phji – вероятность наступления i-го рискового со-
бытия при осуществлении j-го варианта сетевой моде-
ли на h-м этапе проекта, i I= 1, ;

Vhji – негативные последствия от наступления i-го 
рискового события при осуществлении j-го варианта 
сетевой модели на h-ом этапе проекта, i I= 1, ;

Sh  − остаток денежных средств после выполнения 
работ на h-м этапе;

Kh  − объем денежных средств, выделяемых на h-м 
этапе;

Значение целевой функции (1) отражает прибыль 
предприятия до налогообложения за все годы жизнен-
ного цикла.

Значение целевой функции (2) T G xpr hj= ϕ( , ) пред-
ставляет собой время выполнения проекта, которое 
рассчитывается с помощью метода критического пути 
или иного метода в сетевой модели G A Z W= { }, , ,τ .

Значение целевой функции (3) равно единовремен-
ным затратам на осуществление проекта.

Значение целевой функции (4) представляет собой 
значение обобщенного показателя качества продукта 
проекта.

Значение целевой функции (5) является оценкой 
рисков, связанных с реализацией проекта.

Ограничение (6) предполагает, что при осущест-
влении проекта не должно быть финансовых задол-
женностей после завершения каждого этапа.

Ограничение (7) означает, что время выполнения 
проекта должно быть не больше значения Tdef , которое 
заранее указано заказчиком.

Выражение (8) определяет ограничение, согласно 
которому качество продукта в результате выполнения 
h-го этапа должно удовлетворять заданному гранич-
ному значению r-го показателя качества Q hr

def . Для 
каждого h-го этапа выполнения работ по проекту или 
их комплексов, h H= 1, ,  задаются требования по зна-
чению r-го показателя качества продукта этапа, где 
r Rh= 1, .

Выражение (9) характеризует ограничение, соглас-
но которому на каждом этапе h можно осуществить не 
более одного варианта выполнения работ.

В модели (1)-(10) могут быть и иные ограничения, 
например на расходование некоторых ресурсов, в том 
числе кадров, оборудования, сырья, материалов, ком-
плектующих, на последовательность осуществления 
вариантов выполнения работ.

Предложенная модель является пятикритери-
альной, динамической, с булевыми переменными, с 
алгоритмическими и аналитическими целевыми 
функциями, с алгоритмическими и аналитическими 
ограничениями.

Для решения задачи (1)-(10) предложен метод 
многокритериальной оптимизации содержания про-
екта по прибыли, которая будет получена в результате 
эксплуатации продукта проекта, по срокам, стои-
мости, качеству продукта проекта и рискам, связан-
ным с его выполнением, при наличии ограничений 
и заданных альтернативных вариантах выполнения 
работ или их комплексов, представленных в виде се-
тевых моделей. 

Метод основан на применении обобщённого кри-
терия в сочетании с методом неявного перебора. Ме-
тод предназначен для решения задач оптимизации 
содержания проекта для условий, когда любая работа 
последующего этапа в проекте не может быть на-
чата до завершения работ предыдущего этапа, и для 
условий, когда работа последующего этапа в проек-
те может быть начата до полного завершения работ 
предыдущего этапа. 

При этом альтернативные варианты могут отно-
ситься как к одному этапу выполнения работ, так и к 
нескольким этапам.
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