
Лекция 10     
План лекции 

                       3.3.1 Свойства дифференциальная функции f(x,y)   
                                               3.4    Плотности распределения составляющих системы 

                       3.4.1  Условные распределения 

3.5 Зависимые и независимые системы  

 

3.3.1.     Свойства дифференциальной функции yxf ,  

  

 dxdyy,xf  - элемент вероятности для  случайной двумерной величины. 

1. Попадание случайной величины Y,X  в некоторую область D  определя-

ется вероятностью 

D

dydxy,xfDY,XP . 

       1 . Если область D  - прямоугольник, то 
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dydxy,xfDY,XP . 

2) Для полубесконечного прямоугольника 
x y

dy dxy,xfy,xF . 

3) Плотность вероятности 0y,xf . 

4) 1dydxy,xf . 

Пример: Выражение для дифференциальной функции имеет вид: 
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3.4.  Законы распределения составляющих системы 

 

yF,xF 21  - интегральные функции составляющих; 

f1(x),  f2(y)- дифференциальные функции составляющих; 

 

Для дискретной двумерной системы эти функции могут быть определены  из 

таблицы: 

 
 x 1 x 2 x 3   x n 

  y 1 p11 p12 p13  p1n 

y2 p21 p22 p23  p2n 

y3 p31 p32 p33  p3n 

           
ym pm1 pm2 pm3  pmn 

 

Если просуммировать все вероятности в строке у1, то мы найдем вероятность 

того, что Y < y2 , то есть найдем F2(y2) ; 

 если суммировать все вероятности в строках у1 и у2, то мы найдем вероятность 

того, что Y < y3, то есть найдем F2(y3)  и  т.д. Аналогично, при суммировании по 

столбцам мы найдем значения интегральной функции F1(х2), F1(х3), …,F1(хn). 

Отсюда  и вероятность появления   у1 ( или уj )  - это сумма всех элементов 

первой  (  или j 
-ой

 ) строки ;  



Вероятность        появления x1 ( или xi )  - это сумма всех  вероятностей пер-

вого  (  или i 
-ого

 ) столбца .  

Для непрерывной  системы имеем: 

 

        
x y

dydxy,xfy,xF  ;                                                     y   

              
x

1 dydxy,xfxF ;                                                                   xk          x 
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2 dydxy,xfyF . 

Если фиксировать значение х (например,  x=xk ) и интегрировать  в бесконеч-

ных пределах по у (см. рис.), то результат F1(xk) , означает вероятность того, что 

при испытаниях составляющая  X  не превзойдёт значение xk. 

Если фиксировать значение у=уk и интегрировать по х, то результат F2(уk) 

будет означать вероятность того, что составляющая Y  не превзойдёт значение уk. 

Дифференциальная функция составляющей Х -  f1(x) - равна интегралу с бес-

конечными пределами от дифференциальной функции системы f(x,y), в которой 

переменной интегрирования является составляющая Y  

 

xFxf  - для случайной одномерной величины; 
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аналогично     dxy,xfyf2 . 

 

3.4.1 Условные распределения 

 

Известно, что для случайных событий условная вероятность 
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                                     Дискретная двумерная система 

 Условным распределением составляющей n21 x,...,x,xX  при условии, 

что составляющая Y приняла значение  yi , называется совокупность условных 

распределений 

P(X/yj) =(p1j, p2j, . . . ,pnj) ,  где  pnj = р(xn/yj)  j = 1,2,…, m 



P(Y/xi) =(p1i, p2i, . . . ,pmi) ,  где  pmi = р(ym/xi)  i = 1,2,…,n 

 

Пример: Закон распределения дискретной двумерной системы задан табли-

цей: 
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            Условные вероятности  

 

 

Непрерывная двумерная система 

Пусть Y,X  - непрерывная двумерная система случайных величин. Услов-

ной дифференциальной функцией составляющей X  при заданном значении y на-

зывается отношение дифференциальной функции системы y,xf  к дифференци-

альной функции составляющей Y  
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 dxy,xfyf2 ;   dyy,xfxf1 . 

Такой результат следует, если применить теорему умножения (см. 1.7.2). Согласно 

этой теореме вероятность совмещения событий «случайные величины Х и У  попали в 

бесконечно малый прямоугольник dxdy »определяется выражением: 

 

P( x<X<x+dx, y<Y<y+dy) = 

f(x,y)dxdy = f1(x)dxφ2(y/x)dy= f2(y)dyφ1(y/x)dx 

f(x,y) = f1(x)φ2(y/x)= f2(y)φ1(y/x) 

 

3.5. Зависимые и независимые системы 

 Часто при анализе двумерных систем требуется выявить наличие или отсут-

ствие зависимости между составляющими системы. 

 

Двумерная система называется независимой, если условные 

распределения её составляющих равны их безусловным рас-

пределениям 

                 xfy/x 11 ;   yfx/y 22 . 

 

 

 

у     х x1   x2 x3   

y1 0.1 0.2 0.3 0.6 p(y1)  

y2 0.04 0.12 0.1 0.26 p(y2) 

y3 0.02 0.06 0.06 0.14 p(y3) 

 0.16 0.38 0.46   

P(X) p(x1) p(x2) p(x3)  P(Y) 



Теорема: Для того, чтобы случайные величины X Х и Y  бы-

ли независимы необходимо и достаточно, чтобы интеграль-

ная функция системы y,xF  была равна произведению ин-

тегральных функций составляющих 

yFxFyxF 21, . 

 

Доказательство необходимости. Если  Х и Y  независимы , то независимы 

и события  Х < х и Y < у. Следовательно, вероятность совмещения этих событий  

равна произведению их вероятностей 

P( X < x, Y < y) =P(X < x)Р(Y < y),  

или, что одно и то же 

yFxFy,xF 21  

Доказательство достаточности: Из равенства * следует, что вероятность 

совместного появления событий  Х < х  и  Y < у  равна произведению вероятно-

стей каждого, следовательно, эти события независимы. Отсюда следует, что и со-

ставляющие Х и Y независимы. 

 

Следствие: Для того, чтобы непрерывные случайные величины 

были независимы, необходимо и достаточно, чтобы дифференци-

альная функция системы была равна произведению дифференци-

альных функций по каждой составляющей. 

              

yfxfy,xf 21  

Действительно:  по определению имеем: 
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Подставляя  yfxfy,xf 21 получим 

 xfy/x 11 ;   yfx/y 22 . 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    


