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МАРКОВСКАЯ АППРОКСИМАЦИЯ СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА 
СПРОСА 

Рассмотрен подход к описанию случайного процесса спроса на товар как процесса об-
ладающего марковским свойством, позволяющий корректировать политику заказов на товар 
путём применения соответствующего математического аппарата. 

Введение 
В современной логистике управления запасами в сфере технического обслуживания 

автомобилей и торговли запасными частями для них важнейшая роль отводится анализу слу-
чайного процесса спроса. Это обусловлено тем, что для предприятий автосервисной отрасли 
характерна работа в постоянно изменяющихся условиях. Основными особенностями являют-
ся следующие: 

− неравномерность входящего потока требований по часам суток, дням недели и месяцам; 
− неравномерность входящего потока по номенклатуре работ, маркам автомобилей и по-

следовательности их поступления; 
− разнообразие потребностей в запасных частях, которые часто выходят за рамки имею-

щейся на складе номенклатуры запасных частей. 
В силу данных особенностей, вопросы качественной аппроксимации процесса спроса 

на товар приобретают особую актуальность и значимость для принятия оптимальных реше-
ний при управлении запасами. В то же время поверхностный анализ реального процесса 
спроса показывает, что он нестационарен по корреляционной функции. Эта нестационарность 
наглядно проявляется в существенных различиях величины спроса в разные дни недели. Ука-
занное свойство процесса является следствием того, что факторы, определяющие ежедневный 
спрос, в каждый день недели действуют по-разному. До настоящего времени исследований по 
нестационарности спроса по его корреляционной функции не проводилось, что подчеркивает 
актуальность задачи исследования в этом направлении. 

Анализ публикаций 
На сегодняшний день в задачах управления многономенклатурными запасами не су-

ществует общепринятого методологического подхода к управлению такими запасами, о чем 
указывается в работе [1], а также обсуждается в материалах форумов крупных специализи-
рованных логистических интернет-сайтов [2]. В современной теории управления запасами 
принято использовать преимущественно критерий минимума издержек для оптимизации ра-
боты с многономенклатурными запасами [3]. В то же время в работе [1] предложен крите-
рий, позволяющий оптимизировать управление такими запасами по величине средней при-
были предприятия. Важным аспектом при использовании данного критерия является качест-
во аппроксимации процесса спроса на товар, результаты которой могут быть использованы 
при дальнейших расчетах. 

Постановка задачи исследования 
В отличие от общепринятого подхода к описанию случайных процессов (выделение 

детерминированной составляющей наблюдаемого процесса, анализ случайной составляю-
щей, оставшейся после выделения детерминированной, после чего получающийся при этом 
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центрированный процесс описывается плотностью распределения), рассмотрим другой под-
ход к описанию процесса спроса на товар. Разобьем этот процесс на отдельные компоненты, 
соответствующие спросу в каждый день недели и проанализируем. Таким образом, возника-
ет процесс спроса товара по понедельникам, процесс спроса по вторникам и т.д. Все они, 
очевидно, обладают марковским свойством [4], что подтверждается независимостью спроса 
в определенный момент времени от того, каким образом он формировался до этого момента.  

Зафиксируем один из этих процессов. Марковский характер процесса дает возмож-
ность анализировать его с использованием соответствующего математического аппарата. 
При этом естественную дискретизацию процесса во времени целесообразно дополнить дис-
кретизацией в пространстве. 

Для этого диапазон возможных значений спроса на конкретный товар [ ]min max,θ θ  ра-
зобьем на поддиапазоны, присвоив каждому из них соответствующий ранг, например, сле-
дующим образом: 

 ранг 1 — чрезвычайно низкий спрос, [ ]min 1,θ∈ θ θ , 

 ранг 2 — низкий спрос, [ ]1 2,θ∈ θ θ , 

 ранг 3 — средний спрос, [ ]2 3,θ∈ θ θ ,  (1) 

 ранг 4 — высокий спрос, [ ]3 4,θ∈ θ θ , 

 ранг 5 — чрезвычайно высокий (ажиотажный) спрос, [ ]4 max,θ∈ θ θ . 

Каждому рангу поставим в соответствие состояние процесса, в результате наблюдае-
мый процесс спроса может быть представлен как процесс случайного блуждания марковской 
цепи (МЦ) на дискретном множестве возможных состояний. Как известно, эволюция МЦ оп-
ределяется стохастической матрицей вероятностей переходов цепи из одного состояния в 
другое. При этом, если марковский процесс однороден, то элементы матрицы переходов не 
меняются во времени. Тогда для МЦ существует стационарное распределение состояний, ко-
торое может быть рассчитано. Однако реальный процесс спроса подвержен колебаниям (в 
частности, сезонным), которые приводят к неоднородности соответствующего марковского 
процесса. Видимые проявления этого процесса состоят в увеличении вероятностей попада-
ния в крайние из возможных состояний процесса (чрезвычайно низкий или чрезвычайно вы-
сокий спрос), что вызывает необходимость изменения политики заказов на товар. При этом 
важной является задача отыскания продолжительности пребывания процесса на множестве 
возможных состояний до попадания в заданные состояния. 

Основной материал 

С учетом вышесказанного предложим следующую схему анализа процесса спроса. 
Выберем диапазон возможных значений спроса и сформируем множество состояний процес-
са. Затем, обрабатывая реальные данные о переходах процесса из одних состояний в другие, 
оценим элементы стохастической матрицы. При этом на каждом шаге оценивания проверим 
статистическую гипотезу об однородности процесса. В случае однородности процесса рас-
считывается вектор стационарных вероятностей МЦ, а также закон распределения продолжи-
тельности пребывания процесса до попадания в граничные состояния. Если же гипотеза об 
однородности отвергается, то влиянием эволюционных факторов (например, сезонных) пре-
небрегать нельзя. В этом случае определяется новый диапазон возможных значений процесса, 
формируется новая матрица вероятностей переходов и процедура анализа продолжается. 

Рассмотрим эту схему в общем виде. Пусть для процесса спроса c множеством со-
стояний { }01,2, ,r…  осуществлена статистическая оценка набора вероятностей { }1 2, , , 1k k +ωA A�  
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переходов из состояния 1A  в момент времени k  в состояние 2A  в момент времени 1k + . Если 
считать, что марковская цепь является однородной, то 

1 2 1 2, , , 1 ,k k +ω ≡ ωA A A A� � . 
Совокупность вероятностей 

1 2,ωA A�  образует стохастическую матрицу 

 

0 0 0

11 12 13 1

21 22 23 2

1 2 3

r

r

rrr r r

W

ω ω ω ω⎡ ⎤
⎢ ⎥ω ω ω ω⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥ω ω ω ω⎢ ⎥⎣ ⎦

� � � �…
� � � �…�
… … … … …
� � � �…

. 

Рассмотрим задачу отыскания закона распределения времени достижения марковской 
цепью состояний, соответствующих границам возможного диапазона значений спроса. Так как 
попадание процесса в граничные состояния означает переход к новому этапу исследования, то 
для отыскания закона распределения времени блуждания МЦ до реализации соответствующего 
события удобно эти граничные состояния считать поглощающими. Объединим поглощающие 
состояния, образовав новую марковскую цепь. При этом множество возможных состояний цепи 
сократится. Пусть число этих состояний будет равно r . Перенумеруем состояния цепи таким 
образом, чтобы поглощающему состоянию марковской цепи соответствовал номер r . 

Элементы стохастической матрицы ( )1 2
W = ωA A  этой цепи образуются по правилу [4]: 

 
{ }
{ }

1 2

1 2

1 1

1

1 1

, 1, 2..., ,

, 1, 2..., .r r

r

r+

ω ∈⎧⎪ω = ⎨
ω + ω ∈⎪⎩

A A
A A

A A

� A

� � A
 (2) 

Стохастическая матрица W  имеет вид 

 

11 12 1

21 22 2

0 0 1

r

rW

ω ω ω⎡ ⎤
⎢ ⎥ω ω ω⎢ ⎥=
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⎢ ⎥
⎣ ⎦

…
…

… … … …
…

 (3) 

или  
0

Q R
W

E
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. (4) 

Здесь Q  — матрица, описывающая поведение цепи на множестве невозвратных со-

стояний; R  — матрица, элементы которой характеризуют вероятности переходов из невоз-
вратных состояний в поглощающие; E  — единичная матрица, порядок которой определяет-
ся числом поглощающих состояний; 0  — ноль-матрица. 

Как известно, стохастическая матрица марковской цепи вместе с начальным распре-
делением вероятностей пребывания процесса в возможных своих состояниях содержит всю 
информацию о поведении процесса, описываемого цепью. Опишем процедуру отыскания за-
кона распределения времени пребывания процесса на множестве невозвратных состояний до 
попадания в поглощающее состояние. 

Искомый закон распределения времени пребывания можно получить, если перейти к 
непрерывной аппроксимации рассматриваемого дискретного процесса. С этой целью вложим 
изучаемый дискретный процесс в марковский процесс с непрерывным временем. Введем 
множество возможных состояний следующим образом:  

kE  — k-ое состояние спроса, 1, 2, ,k r= … . 
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Совместим первое состояние со средним значением спроса. 
Так как после попадания в состояние r  процесс уже не возвращается ни в одно из со-

стояний множества { }1,2, , 1r −… , то состояние r  является поглощающим. Соответствующая 
стохастическая матрица вероятностей переходов имеет вид 

 

11 12 1 1 1,

21 22 2, 1 2,

1,1 1,2 1, 1 1,

0 0 0 1

r r

r r

r r r r r r

W

−

−

− − − − −

ω ω ω ω⎡ ⎤
⎢ ⎥ω ω ω ω⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥ω ω ω ω⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

…
…

… … … … …
…
…

 . (5) 

Сформируем элементы инфинитезимальной матрицы { }ijA a=  интенсивностей пере-
ходов по правилу: 

 ij ija = ω , 1, 2, ,i r= … , 1, 2, ,j r= … , i j≠ ; 

 ii ij ii
i j

a a q
≠

= − = −∑ ;  0ija ≥ , 0iia ≤ , 
1

0
r

ij
j

a
=

=∑ . (6) 

 С учетом этого инфинитезимальная матрица A  принимает вид 

 

11 12 13 1, 1 1

21 22 23 2, 1 2

1,1 1,2 1,3 1, 1 1,

0 0 0 0 0

r r

r r

r r r r r r r

q
q

A
q

−

−

− − − − − −

− ω ω ω ω⎡ ⎤
⎢ ⎥ω − ω ω ω⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥ω ω ω − ω⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

…
…

… … … … … …
…
…

.  (7) 

Введем [ ]1 2( ) ( ), ( ), , ( ) T
rt t t tπ = π π π…  — распределение вероятностей пребывания сис-

темы в своих возможных состояниях в момент времени t. Как известно, компоненты вектор-
функции ( )tπ  удовлетворяют системе дифференциальных уравнений 

 ( ) ( )Td t A t
dt
π = π ,  (8) 

с начальным условием (0) (1,0,0, ,0)Tπ = … , соответствующим исходному распределению ве-
роятностей состояний процесса.  

Решение системы дифференциальных уравнений (8) отыскивается в виде: 

 ( ) (0)
Tt At eπ = π .  (9) 

В случае поглощающей марковской цепи инфинитезимальная матрица А (7) содержит 
нолевую строку, и поэтому для отыскания решения системы дифференциальных уравнений 
(8) поступим следующим образом: образуем квадратную матрицу A�  путем вычеркивания из 
матрицы А последних столбца и строки. 

В этом случае система дифференциальных уравнений примет вид 

 ( ) ( )
Ti

i
d t A t

dt
π = π
� � � ,   (10) 

где iA�  — i-ый столбец матрицы A� , i = 1, 2, …, r – 1. 
По аналогии с (9) можно записать: 
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 ( ) (0)
Tt At eπ = π�� � ,  (11) 

где A�  — матрица, полученная из матрицы A  (7) путем вычеркивания последних 
столбца и строки, 

 dim ( 1) ( 1)A r r= − × −� ; 

(0)π�  — вектор начального распределения, 

 dim ( 1) 1rπ = − ×� . 

Для отыскания r-ой компоненты вектора ( )tπ  воспользуемся уравнением 

 
1

1

( ) ( )
r

r ir i
i

t t
−

=

π = ω π∑ � .  (12) 

Получим аналитическое выражение для ( )i tπ� . Непосредственное интегрирование вы-
ражения (10) с учетом (11) дает следующий результат: 

 
0 0

( ) ( ) (0)
T

t t
T T A

iii t A d A e dτπ = π τ τ = π τ∫ ∫
�� �� � ,   (13) 

 ( ) ( )1

( ) (0)
TT T t A

ii t A A e E
−

π = − π�� �� � .   (14) 

Последнее уравнение системы (8) можно записать как 

 ( ) ( )1 1 1

1 1

( ) ( ) (0)
Tr r T T t Ar

iir i ir
i i

d t a t a A A e E
dt

− − −
−

= =

π = π = − π∑ ∑ �� �� � .  (15) 

Тогда 

 ( ) ( )1 1

10

( ) (0)
T

t r T T A
ir ir

i

t a A A e E d
− −

τ

=

π = − π τ∑∫
�� � � .  (16) 

Окончательный результат имеет вид 

 ( ) ( ) ( )1 1 1

1

( ) (0)
Tr T T T t A

ir ir
i

t a A A A e E Et
− − −

=

⎡ ⎤π = − − π⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ �� � � � .   (17) 

Закон распределения F(t) продолжительности пребывания исследуемого процесса на 
множестве возможных состояний до поглощения совпадает с ( )r tπ , т.е. 

 ( ) ( ) ( )1 1 1

1

( ) ( ) (0)
Tr T T T t A

ir ir
i

F t t a A A A e E Et
− − −

=

⎡ ⎤= π = − − π⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ �� � � � .   (18) 

По мере приближения процесса к периоду сезонных изменений спроса характер этих 
изменений приобретает более выраженный специфический характер (значения спроса на 
конкретный продукт либо монотонно убывают, либо монотонно возрастают). В этом случае 
можно получить существенно более простые соотношения для описания закона распределе-
ния случайного времени до попадания в поглощающее состояние. Соответствующая матрица 
вероятностей переходов имеет вид: 
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1,

0
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…
…
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…
…

.  (19) 

Пусть iT  — случайное время пребывания системы в i-ом, i = 1, 2, …, r состоянии. 
Тогда закон распределения продолжительности пребывания процесса в каждом из со-

стояний, среднее время пребывания в каждом состоянии и элементы инфинитезимальной 
матрицы ( )ijA a=  определяются соотношениями (20), (21) и (22), соответственно: 

 
0, 1,

( ) ( ) 1,2,..., 1
1, 1,i i

t
F t P T t i r

t
<⎧

= ≤ = = −⎨ ≥⎩
;  (20) 

 ( ) ( ) 0, 0r iF t P T t t= ≤ = > . 

 [ ]
0

1 ( ) 1, 1,2,..., 1i iT F t dt i r
∞

= − = = −∫ ;  (21) 

 , 1,2,..., , 1, 2,...,ij
ij ij

i

P
a P i r j r

T
= = = = ; ,1; 0, 1, 2,...,ii ij r j

i j
a a a j r

≠

= − = − = =∑ .   (22) 

С учетом значений вероятностей переходов инфинитезимальная матрица А имеет вид 
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Введем 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))mt t t tπ = π π π…  — распределение вероятностей пребывания систе-
мы в возможных своих состояниях в момент времени t. Как уже было отмечено, компоненты 
этой вектор-функции удовлетворяют системе дифференциальных уравнений (8), которая в 
скалярной форме имеет вид 

 
( )

( ) , 1, 2,...,j
i ij

i

d t
t a j r

dt
π

= π =∑ ,  (24) 

с начальным условием 

 1 2(0) ( (0), (0), , (0)) (1,0,0,...,0)rπ = π π π =… .  (25) 

Выпишем систему уравнений (24) с подстановкой значений элементов матрицы (23): 

 1
1

( ) ( ),d t t
dt
π = −π

 
2

12 1 2
( ) ( ) ( ),d t t t

dt
π = ω π − π   

 3
13 1 23 2 3

( ) ( ) ( ) ( ),d t t t t
dt

π = ω π + ω π − π
 

…, (26) 

 1
1, 1 1 2, 1 2 2, 1 2 1

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )r
r r r r r r

d t t t t t
dt

−
− − − − − −

π = ω π + ω π + + ω π − π  

или 
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1

1

( ) ( ) ( ),
r

i i
i

d t t t
dt

−

=

π = π ω − π∑A
A A  1, 2, ..., 1,i r= −  

 
1

1

( ) ( ) .
r

r
r

d t t
dt

−

=

π = π ω∑ A A
A

 

Непосредственное интегрирование первого уравнения системы с начальным условием 
1(0) 1π =  дает 

 1( ) tt e−π = . (27) 

Решение второго уравнения 

 2
12 2

( ) ( )td t e t
dt

−π = ω − π  (28) 

будем искать в виде 

 2 2( ) ( ) tt c t e−π = , 

где 2 ( )c t  — функция, подлежащая определению. 
При этом 

 2 2 12 2( ) ( ) ( )t t t tc t e c t e e c t e− − − −′− + = ω − , 

откуда 

 2 12( ) tc t e−′ = ω  

и 

 2 12( )c t t c= ω + . 

С учетом начального условия 2 (0) 0π =  имеем: 

 2 12( ) tt te−π = ω .   (29) 

Аналогично можно получить: 

 

2

3 13 23 12( )
2!

ttt t e−⎛ ⎞
π = ω + ω ω⎜ ⎟

⎝ ⎠
,   

 ( )
2 3

4 14 24 12 13 34 34 23 12( )
2! 3!

tt tt t e−⎡ ⎤
π = ω + ω ω + ω ω + ω ω ω⎢ ⎥

⎣ ⎦
, (30) 

 
1 1 2 1

1 2 1 1 2

1 21 1

1
1 2 1 1

( ) ... ...
!q

q q

qq q
t

s s s s
q s s s s s

tt e
q−

− −

− + − +− −
−

= = = + = +

π = ω ω ω∑ ∑ ∑ ∑
A AA A

A A , 1, 2,..., 1r= −A , 0 1s = . 

  

Последнее уравнение системы можно записать в виде 

 
1 1 2 1

1 2 1 1 2

1 21 1 1

1
1 1 2 1 1

( ) ... ...
!q

q q

qq qr
tr

r s s s s
q s s s s s

d t t e
dt q−

− −

− + − +− − −
−

= = = = + = +

π = ω ω ω ω∑ ∑ ∑ ∑ ∑
A AA A

A A
A

,   (31) 

откуда: 
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1 1 2 1

1 2 1 1 2

1 1 2 1

1 2 1 1 2

1 21 1 1

1
1 1 2 1 1 0

1 21 1 1

1
1 1 2 1 1 0

1( ) ... ...
!

1 !... ... !
! !

q

q q

q

q q

tq qr
q u

r r s s s s
q s s s s s

q q qr
t m

r s s s s
q s s s s s m

t u e du
q

qq e t
q m

−

− −

−

− −

− + − +− − −
−

= = = = + = +

− + − +− − −
−

= = = = + = + =

π = ω ω ω ω =

⎛ ⎞
= ω ω ω ω − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∫

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

A AA A

A A
A

A AA A

A
A

1 1 2 1

1 2 1 1 2

1 21 1 1

1
1 1 2 1 1 0

1

1 0

1... ... 1
! !

( ) 1 .
!

q

q q

mq q qr l
t

r s s s s
q s s s S S m

mqr
t

r
m

te
q m

tB e
m

−

− −

− + − +− − −
−

= = = = + = + =

−
−

= =

⎛ ⎞
ω ω ω ω − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ω −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

A AA

A A
A

A
A

A

 (32) 

При этом 

 lim ( ) 0
t

t
→∞

π =A , 1, 2,..., 1r= −A ,   (33) 

 
1

1

lim ( ) ( ) 1
r

rt
t B

−

→∞ =

π = ω =∑A A
A

A .   (34) 

Закон распределения F(t) продолжительности пребывания процесса до попадания в 
поглощающее состояние имеет вид 

 
1 1

1 0 1 0
( ) ( ) ( ) 1 1 ( )

! !

m mq qr r
t t

r r r
m m

t tF t t B e B e
m m

− −
− −

= = = =

⎛ ⎞
= π = ω − = − ω⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑A A
A A

A A .   (35) 

Соответствующая плотность определяется соотношением 

 
11

1 0
( ) ( )

! ( 1)!

m mqr
t

r
m

t tf t B e
m m

−−
−

= =

⎡ ⎤
= ω −⎢ ⎥−⎣ ⎦
∑ ∑A
A

A .   (36) 

Выводы 
В работе случайный процесс спроса представлен в виде марковского процесса с уче-

том его нестационарности по корреляционной функции, что позволило применить к его ана-
лизу соответствующий математический аппарат. В результате получены: закон распределе-
ния продолжительности пребывания процесса до попадания в поглощающее состояние, а 
также соответствующая плотность распределения. 

Таким образом, получив данные соотношения, можно реализовать их практически, ис-
пользуя материал работы [1] и получить оптимальный размер запаса, гарантирующий опти-
мальную прибыль предприятия, занимающегося реализацией запасных частей к автомобилям. 
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