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КВАНТОВОФИЗИЧЕСКАЯ ПРИРОДА ПОВЕРХНОСТНОГО ЭФФЕКТА 
В МЕТАЛЛИЧЕСКОМ ПРОВОДНИКЕ С ПЕРЕМЕННЫМ ЭЛЕКТРИЧЕСКИМ 
ТОКОМ ПРОВОДИМОСТИ 
 
На основі фундаментальних положень квантової фізики в наближеному вигляді дано теоретичне обґрунтування гіпоте-
зі про квантовомеханічну природу прояву поверхневого ефекту у круглому металевому провіднику циліндричної форми із 
змінним електричним струмом провідності. Наведено, що імовірнісна радіальна зміна щільності подовжньо осцилюю-
чих вільних електронів, що дрейфують в мікроструктурі провідника, може викликати прояв у нім скін-ефекту. 
 
На основе фундаментальных положений квантовой физики в приближенном виде дано теоретическое обоснование 
гипотезе о квантовомеханической природе проявления поверхностного эффекта в круглом металлическом проводнике 
цилиндрической формы с переменным электрическим током проводимости. Показано, что вероятностное радиаль-
ное изменение плотности продольно осциллирующих дрейфующих свободных электронов в микроструктуре провод-
ника может вызывать проявление в нем скин-эффекта. 
 

Введение. В [1] автором было выдвинуто новое 
научное предположение (гипотеза) для возможного 
физического объяснения известного в классической 
электродинамике поверхностного эффекта (ПЭ) в ме-
таллическом проводнике с переменным электрическим 
током проводимости iпр(t), связанного с неравномер-
ным распределением тока по поперечному сечению 
проводника. Данный электрофизический эффект в на-
стоящее время в макроскопической теории электро-
магнитного поля, базирующейся на положениях клас-
сической физики, описывается фундаментальными 
уравнениями Максвелла [2], позволяющими с учетом 
соответствующих краевых условий в установившемся 
или нестационарном режимах протекания в проводни-
ке тока проводимости iпр(t) с различными амплитудно-
временными параметрами (АВП) устанавливать по его 
поперечному сечению распределения плотности тока 
δпр(t), напряженностей электрического E(t) и магнитно-
го H(t) полей. О физическом механизме, лежащем в 
основе ПЭ в металлическом проводнике с переменным 
во времени t электрическим током проводимости iпр(t), 
классическая электродинамика умалчивает. Причиной 
тому является невозможность научного объяснения с 
позиций классической физики основополагающих пер-
вопричин, приводящих к проявлению ПЭ в проводнике 
с переменным током iпр(t). В связи с чем автор и попы-
тался в [1] гипотетически дать в общих чертах возмож-
ное физическое объяснение явлению ПЭ в круглом 
металлическом проводнике цилиндрической формы с 
переменным аксиальным током iпр(t) с квантовомеха-
нических позиций, основанных на представлении 
дрейфующего по кристаллической решетке проводника 
свободного электрона как квантового объекта в виде 
линейного гармонического электронного осциллятора, 
квантовано совершающего под действием внешней 
квазиупругой электрической силы Fez(t) продольные 
колебания с круговой частотой ωez. Указанная про-
дольная сила Fez(t) = e0⋅Ez(t), где e0 = 1,602·10-19 Кл − 
электрический заряд электрона [3], а Ez(t) = Uz(t) / lпр − 
усредненная продольная напряженность электриче-
ского поля в металлической структуре проводника, 
определяется здесь переменным электрическим на-
пряжением Uz(t) между противоположными краями 
проводника длиной lпр. 

Суть выдвинутой в работе [1] гипотезы относи-
тельно ПЭ в металлическом проводнике с перемен-
ным током iпр(t) коротко заключается в следующем. В 

связи с возможным заметным увеличением (сверх 
энергии уровня Ферми WF [4]) полной квантованной 
энергии свободных электронов We из-за их продоль-
ных осциллирующих колебаний с круговой частотой 
ωez во внешнем переменном электрическом поле с 
продольной напряженностью Ez(t) и ее приближением 
к работе выхода WB [1, 5] вероятность радиального 
движения продольно дрейфующих электронов к на-
ружной поверхности проводника возрастает. Это, как 
указывается в [1], обеспечивает переход свободных 
электронов на более высокие квантованные энергети-
ческие уровни, что способствует более вероятному 
выходу электронов из потенциальной энергетической 
ямы металла проводника и изменению по радиусу 
проводника концентрации ner дрейфующих носителей 
элементарного электричества. Это согласно [1], воз-
можно, и может приводить к проявлению ПЭ в метал-
лическом проводнике с переменным током iпр(t). При 
приложении же к данному проводнику постоянного 
электрического напряжения и протекании в нем по-
стоянного тока проводимости указанные продольные 
колебания элементарных носителей электричества в 
его металле отсутствуют, имеет место односторонний 
продольный дрейф его квантующихся по энергиям 
свободных электронов, не приводящий к сколько-
нибудь ощутимым изменениям их пренебрежимо ма-
лой по сравнению с величиной WF энергии электро-
нов We. А раз так, то вероятностная концентрация ner 
свободных электронов проводника, находящихся в 
основном на энергетическом уровне Ферми [3, 4], по 
его радиусу будет здесь практически неизменной и 
ПЭ в таком случае в металле проводника наблюдаться 
не будет. Выдвинутая автором в [1] гипотеза, касаю-
щаяся научных основ физического механизма прояв-
ления ПЭ в проводнике с переменным электрическим 
током проводимости iпр(t) различных АВП, нуждается 
в теоретическом обосновании. 

Постановка квантовомеханической задачи 
двумерного волнового распределения свободных 
электронов в проводнике. Примем, что по сплошно-
му круглому однородному металлическому провод-
нику цилиндрической формы наружным радиусом rпр 
и длиной lпр вдоль его продольной оси OZ протекает 
переменный во времени t электрический ток прово-
димости iпр(t) с различными АВП и с круговой часто-
той ωez (рис. 1). Считаем, что выполняется условие 
вида lпр >> rпр, а исследуемый проводник неподвижно 
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размещен в изоляционной воздушной среде при нор-
мальных атмосферных условиях (при температуре 
θ0 = 0 °C и давлении 1,013·105 Па [3]). 

l

 
Рис. 1 

 
Полагаем, что в проводнике для фиксированных 

значений текущего радиуса r и продольной координа-
ты z его поперечного сечения Sпр = π⋅rпр2 поведение в 
межатомном пространстве его металла дрейфующих 
нерелятивистских свободных электронов, характери-
зующихся корпускулярно-волновым дуализмом, при-
ближенно подчиняется в цилиндрической системе 
координат временному двумерному волновому урав-
нению Шредингера и описывается на его основании 
волновыми ψ (r, z, t) – функциями, схожими по своей 
физической сути с электронными волнами де Бройля 
[1, 6, 7]. Как известно, данные волновые ψ(r, z, t) 
функции определяют в металлическом проводнике с 
переменным током проводимости iпр(t) временные 
закономерности радиально-продольного распределе-
ния дрейфующих свободных электронов и формиру-
ют в металлической структуре проводника его волно-
вые электронные пакеты (ВЭП) [8]. Пусть ВЭП или 
квантованные дискретные наборы волновых ψ(r, z, t)-
функций рассматриваемого проводника распределя-
ются вдоль его радиуса r и продольной координаты z 
в виде периодических макроскопических структур, 
содержащих относительно "горячие" и "холодные" 
участки проводника [1, 9]. Волновое продольное рас-
пределение дрейфующих свободных электронов для 
данной задачи ограничим лишь узкими аксиальными 
зонами квантованных продольных колебаний линей-
ных электронных осцилляторов металла проводника, 
линейные размеры которых значительно меньше как 
габаритных поперечных, так и продольных размеров 
рассматриваемого проводника. 

Исходя из известных положений квантовой фи-
зики, считаем, что свободные электроны в металле 
исследуемого проводника тождественны, не различи-
мы друг от друга и подчиняются квантовой статисти-
ке Ферми-Дирака [3]. Кроме того, при решении дан-
ной квантовомеханической задачи принимаем, что 
полная квантованная дополнительная энергия сво-
бодных электронов We << WF определяется как их 
продольным, так и радиальным движением, а взаимо-
действия свободных электронов между собой и с ио-
нами кристаллической решетки металла проводника 
отсутствуют (одноэлектронная модель Хартри-Фока) 
[1, 10]. Полагаем, что продольное движение свобод-
ных электронов в металле рассматриваемого провод-
ника связано с их дрейфом за счет приложенного к 
его концам переменного электрического напряжения 
Uz(t) [3], а их радиальное движение вызвано вероятно-

стным перемещением свободных электронов к на-
ружной поверхности проводника из-за увеличения 
значений их энергии We [7]. Предполагаем, что по-
следнее вызвано возможным получением электрона-
ми за счет их осциллирующих с круговой частотой ωez 
в соответствии с законом изменения приложенного к 
проводнику переменного электрического напряжения 
Uz(t) продольных колебаний дополнительной кванто-
ванной энергии Wek, где k = 0, 1, 2, ...− квантовое чис-
ло для линейного электронного осциллятора [3, 10]. 
Считаем, что для свободного электрона потенциаль-
ная функция (энергия) U(z) линейного гармоническо-
го квантового электронного осциллятора определяет-
ся известным соотношением вида [10]: U(z) = 
= me⋅ωez

2⋅z2/2, где me = 9,108·10-31 кг − масса покоя 
электрона [3]. Ограничимся приближенным кванто-
вомеханическим решением, справедливым для потен-
циальной энергетической ямы металлического про-
водника с идеально отражающими свободные элек-
троны граничными стенками [3, 7]. Используя ука-
занные выше соображения, рассмотрим случай, когда 
потенциал Ver силового радиального поля, в котором 
движутся вдоль радиальной координаты r свободные 
электроны металла проводника, равен нулю. Требует-
ся с учетом принятых допущений в приближенном 
виде выполнить квантовомеханическую оценку вол-
нового радиально-продольного распределения дрей-
фующих свободных электронов в рассматриваемом 
металлическом проводнике с переменным электриче-
ским током iпр(t) и дать найденному двумерному рас-
пределению электронов согласно их волновым 
ψ(r, z, t)-функциям физическую интерпретацию, объ-
ясняющую с позиций квантовой физики возможность 
проявления ПЭ в металле проводника из-за продоль-
ных квантованных осциллирующих колебаний в нем с 
круговой частотой ωez его продольно дрейфующих 
свободных электронов. 

Основные волновые уравнения и расчетные со-
отношения для дрейфующих электронов проводни-
ка. Для рассматриваемой квантовомеханической за-
дачи временное двумерное уравнение Шредингера, 
определяющее волновые радиально-продольные рас-
пределения дрейфующих и осциллирующих с круго-
вой частотой ωez в продольном силовом поле с потен-
циальной энергией U(z) нерелятивистских свободных 
электронов в металле рассматриваемого проводника с 
переменным аксиальным электрическим током iпр(t), 
принимает следующий вид [4, 11]: 
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где ψ(r, z, t) – двумерная волновая пси-функция, опи-
сывающая во времени t радиально-продольные рас-
пределения дрейфующих свободных электронов в 
металлической структуре проводника; ∆ − оператор 
Лапласа; h = 6,626·10-34 Дж·с − постоянная Планка; 
i = 1−  − мнимая единица. 

При решении линейного однородного диффе-
ренциального уравнения (1) воспользуемся известным 
методом разделения переменных [12]. Решение урав-
нения (1) тогда можно представить в таком обобщен-
ном виде: 

)()()(),,( tqzrtzr ⋅η⋅ϕ=ψ ,  (2) 
где φ(r), η(z), и q(t) – соответственно радиальная, про-
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дольная и временная волновые функции. 
После подстановки (2) в уравнение (1), деления 

его левой и правой частей на величину φ(r)⋅η(z)⋅q(t) и 
раскрытия лапласиана в цилиндрических координатах 
получаем следующих три обыкновенных дифферен-
циальных уравнения, приближенно описывающих 
пространственно-временное поведение свободного 
электрона в металле исследуемого проводника: 
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где We = (Wer + Wez) – полная энергия свободного 
электрона (сверх энергии Ферми WF), состоящая из 
энергии его радиального Wer и продольного Wez дви-
жений в металлической структуре проводника с пере-
менным током проводимости. 

Видно, что уравнение (3) описывает временную 
q(t), уравнение (4) − радиальную φ(r), а уравнение (5) − 
продольную η(z) составляющие искомой волновой 
ψ(r, z, t)-функции, удовлетворяющей исходному вол-
новому уравнению Шредингера (1). При этом рассмат-
риваемые пси-функции ψ(r, z, t) как решения волнового 
уравнения (1) в соответствии с принятой в квантовой 
физике терминологией будем называть собственными 
волновыми функциями [3, 11]. Причем, последние 
функции согласно уравнениям (1), (3) − (5) могут су-
ществовать лишь при определенных дискретных зна-
чениях величин We, Wer и Wez, то есть при некоторых 
значениях Wen, Wern и Wezn, называемых собственными 
квантованными значениями энергий свободного элек-
трона, для которых n = k + 1 = 1, 2, 3, ... − целое кван-
товое число. Данным квантованным значениям энер-
гий свободного электрона Wen = (Wern + Wezn), Wern и 
Wezn в (3) − (5) будут соответствовать собственные 
квантованные волновые функции ψn(r, z, t) = 
= φn(r)⋅ηn(z)⋅qn(t), являющиеся частными решениями 
двумерного волнового уравнения Шредингера (1). 

1. Волновое радиальное распределение свобод-
ных электронов в проводнике. Остановимся вначале 
на решении уравнения (4) применительно к квантован-
ным волновым функциям φn(r), для которого в соответ-
ствии с принятыми допущениями будут справедливы 
следующие приближенные граничные условия: 

;0)0( =ϕn    (6) 
0)( nр =ϕ rn .   (7) 

Условия (6) и (7) отражают то ограничение, что 
потенциальная энергетическая яма рассматриваемого 
проводника с идеально отражающими носители эле-
ментарного электричества стенками характеризуется 
потенциальным барьером бесконечной величины, 
преодолеть который свободный электрон не в состоя-
нии. В [7] автором было показано, что решение одно-
мерного стационарного уравнения Шредингера (4), 
являющегося одновременно и уравнением Бесселя 
[12], с граничными условиями (6) и (7) для кванто-
ванной волновой функции φn(r) может быть записано 
в следующем приближенном виде: 

[ ] )sin()/(12)( 5,0 rkrkAr nnn ⋅π=ϕ ϕ , (8) 

где kn = 2π(2meWern)0,5/h – квантованное волновое чис-
ло [1]; Aφ – произвольная постоянная интегрирования. 

При нахождении в (8) постоянной Aφ с учетом 
одномерного для уравнения (4) характера движения 
свободного электрона используем следующее условие 
нормировки для собственной квантованной волновой 
функции φn(r) [8]: 

1|)(|2
0

2 =ϕπ ∫
прr

n rdrr ,  (9) 

где ⎜φn(r) ⎜ – модуль квантованной волновой функции 
φn(r), равный согласно выражению (8) величине 
2Aφ[1/(πknr)]0,5⋅sin(knr) 

Из (9) после интегрирования для постоянной Aφ 
находим: 

[ ] 5,0
пр/5,0 rkA n⋅=ϕ .  (10) 

Тогда с учетом (10) решение стационарного 
уравнения Шредингера (4) совместно с граничными 
условиями (6) и (7) в окончательном виде можно 
представить в виде: 

[ ] )sin()/(1)( 5,0
пр rkrrr nn ⋅π=ϕ .  (11) 

Используя (7) и (11), запишем расчетное соот-
ношение, имеющее важную значимость для физиче-
ской трактовки решения стационарного уравнения 
Шредингера (4), а также отыскания для вырожденно-
го электронного газа металла проводника значений 
волнового числа kn и квантованных значений ради-
альной составляющей полной энергии свободных 
электронов Wern: 

[ ] 0)sin()/(1 пр
5,02

пр =⋅π rkr n .  (12) 
Из (12) следует, что квантованное волновое чис-

ло kn, определяемое целым квантовым числом n = 1, 2, 
3, … может принимать только ряд дискретных значе-
ний, соответствующих следующему условию: 

пр/ rnkn π= .   (13) 
Тогда с учетом (13) из (8) для собственных кван-

тованных значений радиальной составляющей полной 
энергии свободного электрона Wern в металле провод-
ника, образующих его "радиальный" энергетический 
спектр, имеем: 

)8/( 2
пр

22 rmhnW eern = .  (14) 
На рис. 2 в безразмерном виде приведены со-

гласно полученным выражениям (11) и (13) графиче-
ские зависимости для волновой радиальной функции 
вида: φn

*(r*) = φn(r*)⋅(πrпр2)0,5 = (r*)−0,5⋅sin(nπr*), где 
r* = r / rпр 

 
Рис. 2 
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На рис.3 представлены зависимости, иллюстри-
рующие в соответствии с данными рис. 2 радиальное 
распределение безразмерной плотности вероятности 
⎪φn

*(r*)⎪2 для электронов в исследуемом круглом ме-
таллическом проводнике. Для кривых 1 на рис. 2 и 3 − 
n = 1, кривых 2 − n = 3 и кривых 3 − n = 5. Из данных 
рис. 2 и 3 видно, что при характерном для их кривых 
увеличении квантового числа n с 1 до 5 происходит 
заметное возрастание значений волновой функции 
φn(r*) [7] и определяемой ею плотности вероятности 
ρwm = ⎪φn

*(r*)⎪2 нахождения электронов в радиальных 
слоях металла проводника, приводящих к вероятност-
ной локализации дрейфующих свободных электронов 
преимущественно в центральной области поперечно-
го сечения Sпр сплошного цилиндрического провод-
ника. При этом значения ρwm будут максимальны там, 
где в соответствии с (11) максимальны квадраты мо-
дуля волновой функции φn(r*). 

 
Рис. 3 

 
При этом важно отметить то, что на такую воз-

можность концентрации продольно дрейфующих сво-
бодных электронов в проводящей плазменной среде 
круглого цилиндрического канала сильноточного воз-
душного искрового разряда с аксиальным апериоди-
ческим импульсом тока указывают расчетно-
экспериментальные результаты для изолиний плотно-
сти свободных электронов вдоль и поперек такого 
токового канала, приведенные в [13]. Заметим, что 
найденные согласно (14) значения энергии Wern соот-
ветствуют квантованию энергетических уровней сво-
бодного электрона при его чисто волновом радиаль-
ном распределении (без учета влияния частоты его 
осцилляций ωez) в цилиндрическом металлическом 
проводнике с аксиальным током iпр(t), ранее описан-
ному автором в [7]. Для решаемой задачи квантован-
ные значения радиальной круговой частоты ωern, ра-
диальной скорости vern и длины радиальной электрон-
ной волны λern для радиально перемещающегося в 
плоскости поперечного сечения Sпр цилиндрического 
проводника и продольно дрейфующего осциллирую-
щего электрона будут определены ниже после нахож-
дения квантованных значений продольной состав-
ляющей полной энергии электрона Wezn. 

2. Волновое продольное распределение свобод-
ных электронов в проводнике. В исследуемом случае 
одномерное стационарное уравнение Шредингера (5), 
описывающее квантовые свойства линейного гармо-
нического электронного осциллятора в металле ци-
линдрического проводника с переменным аксиальным 

током iпр(t) круговой частоты ωez, требуется допол-
нить следующими граничными условиями: 

0)5,0( =η прn l ;   (15) 

0)5,0( =−η прn l .   (16) 
Решение волнового уравнения Шредингера (5) с 

граничными условиями (15) и (16) для собственной 
квантованной волновой функции ηn(z) в отличие от 
классических решений для линейного гармонического 
осциллятора из области теоретической физики [14], 
не учитывающих прикладные электротехнические 
особенности радиально-продольного распределения 
переменного электрического тока проводимости iпр(t) 
круговой частоты ωez в металле цилиндрического 
проводника, может быть представлено в следующем 
модифицированном виде [3, 10]: 

[ ] )()5,0exp(
)()!1(2

)/2(
)( 1

2
5,05,01

25,0
ξ⋅ξ−

π−

ωπ
=ξη −

−
n

n
eze

n H
n

hm , (17) 

где ξ = z⋅(2πmeωez / h)]0,5 – безразмерная продольная 
координата для круглого поперечного сечения Sпр 
металлического проводника при −0,5lпр ≤ z ≤0,5lпр (для 
многих электротехнических задач 0 ≤ ξ ≤ 10); 

[ ]
1

21
21

1
)exp()exp()1()( −

−
−

−
ξ

ξ−ξ−=ξ n

n
n

n
d

dH  − полином 

Чебышева-Эрмита (n−1)-го порядка [15, 16]; n = k +1= 
= 1, 2, 3,... − целое квантовое число; k = 0, 1, 2,... − 
квантовое число для линейного электронного осцил-
лятора [10]. 

С учетом (5) и (17) собственные квантованные 
значения продольной составляющей полной энергии 
Wezn аксиально осциллирующего с круговой частотой 
ωez свободного электрона и регулярно пересекающего 
в кристаллической решетке металла цилиндрического 
проводника плоскость его круглого поперечного се-
чения Sпр, образующие его "продольный" энергетиче-
ский спектр, могут быть рассчитаны по следующей 
формуле [3, 10]: 

)5,0(
2

−
π

ω
= n

h
W ez

ezn .  (18) 

На рис. 4 в безразмерном виде приведены кри-
вые, характеризующие согласно (17) в рассматривае-
мом металлическом проводнике при нечетных значе-
ниях квантового числа n = 1, 3, 5 продольные распре-
деления найденной нами волновой функции вида: 

[ ] ×−⋅−==
−−∗∗ )5,0exp()()!1(2)()( 25,05,01

0 ξπξηξη nn
nn

)(1 ξ−× nH . Для кривой 1 на рис. 4 квантовое число 
n = 1, для кривой 2 – n = 3, а для кривой 3 – n = 5. 
Видно, что при ξ ≥ 4 рассматриваемые безразмерные 
волновые функции 25,0

e0 )/m2()()( −∗ ⋅= heznn ωπξηξη  
практически затухают. Поэтому и вероятность обна-
ружения в металле цилиндрического проводника ос-
циллирующих с круговой частотой ωez элементарных 
носителей электричества при ξ ≥ 4, относительно вы-
бранной нами продольной координаты z = 0 для его 
поперечного сечения Sпр (см. рис. 1), для n = 1, 3, 5 
будет минимальной. 
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Рис. 4 

 
Определенный научный интерес для выяснения 

первопричин проявления в исследуемом проводнике 
ПЭ представляют зависимости волновой функции 
ηn(ξ) по (17) непосредственно от круговой частоты ωez 
продольных колебаний дрейфующих свободных элек-
тронов. С этой целью преобразуем безразмерный па-
раметр ξ к виду: 502

пр
2
пр0 )/2(z ,

ez rl ∗∗= ωπξ , где 

пр0 / lzz =∗ , а hrmeezez /2
прωω =∗ . При этом в (17) вол-

новая функция ηn(ξ) преобразуется в волновую функ-
цию вида 5,0

прez )()()( −∗∗∗ ⋅= reznn ωηωη . 
На рис. 5 представлены графические зависимости 

для безразмерной волновой функции ηn
*(ωez

*) при не-
четных значениях квантового числа n, равных 1 (кривая 
1), 3 (кривая 2) и 5 (кривая 3) и следующих численных 
значениях параметров проводника: z0

* = 0,1; lпр / rпр = 
= 10. Из кривых 1-3 на рис. 5 следует, что при ωez

* ≥ 3 
рассматриваемые волновые функции ηn(ωez

*) в попе-
речном сечении Sпр круглого металлического провод-
ника для указанных его геометрических соотношений 
z/lпр и lпр/rпр асимптотически приближаются к своим 
нулевым значениям. Это может говорить о том, что 
при таких безразмерных круговых частотах ωez

* пере-
менного электрического тока iпр(t) в рассматриваемом 
проводнике и дискретных значениях квантового числа 
n плотность вероятности ρwzn = ⎪ηn(ωez

*)⎪2 нахождения 
дрейфующих электронов в плоскости поперечного се-
чения Sпр исследуемого проводника будет минимально 
возможной и приближающейся к нулю. 

 
Рис. 5 

 
Причем, требуется подчеркнуть, что такие зна-

чения величины ρwzn будут наблюдаться как для цен-
тральной, так и периферийной частей данного сече-
ния проводника. Эти приближенные расчетные ре-

зультаты указывают на принципиальную возмож-
ность "ухода" свободных электронов из занимаемой 
ими потенциальной энергетической ямы кристалличе-
ской структуры металла цилиндрического проводника 
при воздействии на них с его краев переменного элек-
трического напряжения с круговой частотой ωez. 

3. Волновое временное распределение свободных 
электронов в проводнике. Принимая во внимание (14) 
и (18), для собственных значений квантованной полной 
энергии дрейфующего свободного электрона Wen, обра-
зующих его "интегральный" энергетический спектр, в 
рассматриваемом проводнике находим: 

)5,0()(5,0)8( 112
пр

22 −+= −− nhrmhnW ezeen πω .  (19) 
Учитывая (1) и (19), квантованное решение 

уравнения (3) во временной области для собственной 
волновой функции qn(t) запишем тогда в виде [7]: 

)exp()( titq ernn ω−= ,  (20) 
где ωern = 2πWen / h – квантованная радиальная круго-
вая частота изменения электронной волны в попереч-
ном сечении Sпр металлического проводника с пере-
менным током iпр(t) круговой частоты ωez. 

Из (19) и (20) для квантованной величины ωern, 
определяющей собственную волновую временную 
функцию qn(t), получаем: 

)5,0()4( 12
пр

2 −+= − nrmhn ezeern ωπω . (21) 
Исходя из (19) и того, что для квантованной дли-

ны радиальной электронной волны λern в плоскости 
поперечного сечения Sпр исследуемого проводника 
справедливо соотношение [4]  

5,0)2/( eneern Wmh=λ ,  (22) 
выражение для величины λern в рассматриваемом слу-
чае может быть записано в следующем виде: 

[ ] 5,0112
пр

2 )5,0()()4(
−−− −+= nhmrn ezeern πωλ . (23) 

Так как в соответствии с формулой де Бройля 
λern = h / (mevern) [4], где vern – квантованная радиаль-
ная скорость свободного электрона в плоскости круг-
лого поперечного сечения Sпр металлического про-
водника, то с учетом (23) для искомой величины ско-
рости vern получаем: 

[ ] 5,0112
пр

222 )5,0()()4( −+= −− nmhrmhnv eezeern πω . (24) 
Из полученных выше результатов для волновых 

радиальных параметров свободных электронов следу-
ет, что с ростом значений круговой частоты их про-
дольных осцилляций ωez происходит соответствую-
щее возрастание значений квантованных величин ωern, 
vern и уменьшение λern. Увеличение радиальной скоро-
сти vern свободных электронов указывает при этом на 
их вероятную возможность приближения к наружной 
цилиндрической поверхности металлического про-
водника. При ωez = 0 выражения (19), (21), (23) и (24) 
переходят в соответствующие известные соотноше-
ния для квантованных величин Wen, ωern, λern и vern, 
характерных для одномерного радиального распреде-
ления продольно дрейфующих свободных электронов 
в рассматриваемом проводнике [7]. 

4. Волновое пространственно-временное рас-
пределение свободных электронов в проводнике. В 
результате на основании (2), (11), (17) и (20) для соб-
ственных квантованных двумерных волновых 
ψn(r, z, t)-функций, определяющих в принятом здесь 
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приближении согласно (1) временную радиально-
продольную эволюцию дрейфующих свободных элек-
тронов в круглом цилиндрическом металлическом 
проводнике конечных размеров с переменным акси-
альным электрическим током проводимости iпр(t) кру-
говой частоты ωez, получаем: 

[ ]

[ ]
).exp(

)()5,0exp(
)()!1(2

)/2(

)sin()/(1),,(

1
2
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n
n

eze

nn

ω

ξξ
π

ωπ

πψ

−×

×⋅−
−

×

×⋅=

−
−

  (25) 

Проанализируем полученное достаточно слож-
ное аналитическое решение (25) поставленной кван-
товомеханической задачи для наиболее простого слу-
чая, когда ξ = 0 и exp(−iωernt) = 1, то есть для про-
дольной координаты z = 0 и начального момента вре-
мени t = 0. После соответствующих преобразований в 
(25) представим для рассматриваемого случая данное 
решение волнового уравнения Шредингера (1) в сле-
дующем безразмерном виде: 

)()()0,,( ξηϕψ ∗∗∗∗∗∗ ⋅= nnn rzr ,           (26) 
где 25,0

e
5,02

пр )/2()()0,,()0,,( −∗∗∗∗∗ ⋅= hmrzrzr eznn ωππψψ ; 

)sin()()( 5,0 ∗−∗∗∗ = rnrrn πϕ ; 5,02
пр )()()r( rrnn πϕϕ ⋅= ∗∗∗ ; 

пр/ rrr =∗ ; ξωπ =⋅=∗ 5,0)/2( hmzz eze ; 

[ ] )()5,0exp()()!1(2)( 1
25,05,01 ξξπξη −

−−∗ ⋅−⋅−= n
n

n Hn ; 
25,0

e )/2()()( −∗ ⋅= hm eznn ωπξηξη . 
На рис. 6 показаны графики изменения вдоль 

безразмерного радиуса r* круглого металлического 
проводника с переменным электрическим током про-
водимости iпр(t) нормированной волновой функции 
ψn

*(r*, 0, 0) для ее первых трех нечетных мод. 

 
Рис. 6 

 
Кривая 1 на рис. 6 соответствует квантовому 

числу n = 1, кривая 2 – n = 3, а кривая 3 – n = 5. Вид-
но, что по сравнению с кривыми на рис. 2, описы-
вающими для n = 1, 3 и 5 радиальные распределения 
квантованной нормированной волновой функции 
φn

*(r*), указанные моды ψn
*(r*, 0, 0)−функции из-за 

влияния квантованной волновой функции ηn(0), вы-
званной продольными осциллирующими колебания-
ми свободных электронов с круговой частотой ωez, 
претерпевают сильные изменения как по своей ам-
плитуде, так и по фазе. Причем, для n = 5 (см. кривые 
3 на рис. 2 и 6) первая амплитуда волновой функции 

ψn
*(r*, 0, 0) составляет при прочих равных условиях 

для электронов лишь около половины соответствую-
щей амплитуды для волновой функции φn(r*). Такие 
изменения для безразмерной пси-функции ψn

*(r*, 0, 0) 
приводят к еще большим изменениям для плотности 
вероятности ρwn = ⎪ψn

*(r*, 0, 0)⎪2 нахождения дрей-
фующих свободных электронов в центральной облас-
ти круглого поперечного сечения Sпр цилиндрическо-
го металлического проводника, приведенной на рис.7. 

 
Рис. 7 

 
Кривая 1 на рис. 7 построена для n = 1, кривая 2 

– для n = 3, а кривая 3 – для n = 5. Из данных рис. 7 
видно, что для пятой моды (n = 5) безразмерной вол-
новой функции ψn

*(r*, 0, 0) первая амплитуда плотно-
сти вероятности ρwn обнаружения в поперечном сече-
нии рассматриваемого проводника свободных элек-
тронов согласно кривой 3 по сравнению с аналогич-
ной амплитудой для плотности вероятности ρwm (кри-
вая 3 на рис. 3) уменьшается более чем в 4,5 раза. 

Кроме того, из кривых 1-3 на рис. 7 следует, что 
при учете продольных колебаний дрейфующих элек-
тронов с круговой частотой ωez и соответственно 
квантованной энергии Wezn согласно (18) электронных 
осцилляторов металла проводника происходит вы-
равнивание между максимальными значениями ам-
плитуд величин ρwn для рассматриваемых мод волно-
вой функции ψn

*(r*, 0, 0). Это может свидетельство-
вать о том, что при вынужденных продольных осцил-
ляциях в металле проводника свободных электронов с 
круговой частотой ωez вероятность их нахождения в 
центральной области круглого поперечного сечения 
Sпр проводника цилиндрической формы существенно 
уменьшается. А раз так, то наиболее вероятным их 
местонахождением становится область круглого по-
перечного сечения Sпр, примыкающая к наружной 
цилиндрической поверхности металлического про-
водника. Это приводит к возрастанию для данной ра-
диальной области цилиндрического проводника объ-
емной плотности ner дрейфующих свободных элек-
тронов и соответственно к увеличению в ней плотно-
сти аксиального тока δпр(t). Можно заключить, что 
продольные гармонические колебания дрейфующих 
свободных электронов, являющихся квантовыми 
электронными осцилляторами, могут из-за трансфор-
мации за их (колебаний) счет волновых функций 
электронов приводить к существенному радиальному 
перераспределению данных элементарных носителей 
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электричества по поперечному сечению рассматри-
ваемого проводника. В результате такого вероятност-
ного внутреннего радиального перераспределения 
продольно дрейфующих свободных электронов, вы-
званного влиянием на них продольного переменного 
электрического поля напряженностью Ez(t) с круговой 
частотой его изменения ωez, их плотность ner стано-
вится неравномерной по радиусу r круглого цилинд-
рического металлического проводника, что и вызыва-
ет проявление в нем классического скин-эффекта. 

Выводы. 1. Полученное аналитическое решение 
временного двумерного волнового уравнения Шре-
дингера для нерелятивистских продольно дрейфую-
щих свободных электронов круглого цилиндрическо-
го металлического проводника с переменным акси-
альным электрическим током проводимости iпр(t) по-
зволило в приближенном виде исследовать влияние 
круговой частоты изменения ωez приложенного к его 
краям переменного электрического напряжения Uz(t) 
на волновые радиально-продольные распределения в 
однородном металле круглого цилиндрического про-
водника отрицательно заряженных квантовых носи-
телей элементарного электричества. 

2. Установлено, что продольные колебания ли-
нейных гармонических квантовых электронных ос-
цилляторов с круговой частотой ωez существенно 
влияют на временные, радиальные и продольные рас-
пределения в металле цилиндрического проводника 
полученных квантованных волновых функций, опи-
сывающих пространственно-временную эволюцию в 
исследуемом проводнике продольно дрейфующих 
свободных электронов. Показано, что изменения в 
этих распределениях квантованных волновых 
ψn(r, z, t)-функций и в квантованных значениях ради-
альной Wern и продольной Wezn составляющих полной 
энергии (энергетических спектрах) свободных элек-
тронов, обусловленные процессом их осциллирующе-
го движения и квантования в продольном переменном 
электрическом поле круговой частоты ωez, могут при-
водить к их внутреннему радиальному перераспреде-
лению по круглому поперечному сечению металличе-
ского проводника. Последнее может вызывать нерав-
номерное по текущему радиусу r металлического 
проводника распределение объемной плотности ner 
продольно дрейфующих осциллирующих свободных 
электронов и соответственно неравномерное в нем 
радиальное распределение плотности δпр(t) перемен-
ного аксиального электрического тока проводимости. 
Это может и приводить к проявлению в металличе-
ском проводнике цилиндрической конфигурации 
классического ПЭ. 
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Baranov M.I. 
Quantum-physical nature of skin effect in a metallic conduc-
tor under alternating electric conduction current. 
On the basis of fundamentals of quantum physics, an approxi-
mate theoretical justification for a hypothesis about quantum-
mechanical nature of skin effect in a round cylindrical metallic 
conductor under alternating electric conduction current is given. 
Is it shown that a probabilistic radial variation of longitudinally 
oscillating drifting free electron density in the conductor micro-
structure may cause the skin effect. 
Key words – metallic conductor, alternating electric current, 
skin effect, quantum-mechanical nature of the phenomenon. 


