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Введение 
Увеличение мощности и быстроходности совре-

менных ДВС неизбежно ведет к повышению динами-
ческих нагрузок в силовых передачах машинных аг-
регатов. Анализ и устранение опасных колебаний 
требуют при построении моделей с одной стороны 
учета технологических нелинейностей, а с другой–
введения упругих муфт и демпфирующих устройств, 
характеристики которых чаще всего также являются 
нелинейными. Указанные факторы являются главной 
причиной многообразия и сложности динамических 
процессов в силовых передачах машин: смещения ре-
зонансов, деформирования резонансных кривых, мно-
гозначности колебаний, возникновения субгармони-
ческих режимов, что существенно осложняет решение 
задач анализа и тем более синтеза для многомерных 
моделей. 

Несмотря на значительный прогресс в развитии 
численных и аналитических методов исследования 
нелинейных колебаний, универсальные, эффективные 
и при решении задач синтеза методы расчета устано-
вившихся движений в указанных системах разработа-
ны недостаточно. Математические основы исполь-
зуемых в настоящее время алгоритмов, например в 
[1 -3], не отвечают современному уровню развития 
методов нелинейной механики, плохо приспособлены 
к использования более сложных и точных нелиней-
ных моделей, современной вычислительной техники. 
В большинстве же работ по динамическому синтезу 
параметров указанных систем рассматриваются ли-
нейные модели, например в [1], что в значительной 
степени обусловлено громоздкостью и трудоемко-
стью решения задач анализа для нелинейных систем. 

Перечисленные факторы затрудняют решение 
насущных вопросов практики по созданию современ-
ных транспортных средств, форсированных, надеж-
ных и долговечных машинных агрегатов с ДВС, уде-
шевлению их конструирования и доводки: автомати-
зации проектирования машин, прогнозирования и 
улучшения их динамических качеств, принятия реше-
ний при сопоставлении аналогичных конструкций и 
т.п. 

Развитие методов решения задач вибрационного 
синтеза возможно в основном по двум направлениям. 
Первое связано с поиском наиболее эффективных ме-
тодов решения задач анализа, второе–с созданием со-
вершенных оптимизационных процедур, требующих 
минимального числа решений задач анализа. 

В статье изложена новая концепция решения за-
дач анализа и синтеза многомерных нелинейных мо-

делей указанных систем; экспериментальные данные 
и результаты синтеза параметров нелинейной модели 
машинного агрегата транспортного ДВС. 

 
Интегральные уравнений движения и их ре-

шение 
В большинстве случаев модели силовых передач 

транспортных машин с ДВС имеют значительное 
число степеней свободы, несколько нелинейных эле-
ментов, подвержены периодическим воздействиям 
сложного негармонического характера. 

Применение импульсно-частотных характери-
стик (ИЧХ) линейных частей моделей, позволяет 
представить уравнения движения указанных систем в 
форме интегральных уравнений типа Гаммерштейна, 
записанных относительно углов закручивания нели-
нейных соединений [4]. Трудоемкость их решения 
практически не зависит от размерности линейных 
контуров модели, что имеет принципиальное значе-
ние для решения задач анализа итерационными спо-
собами и еще в большей степени для решения задач 
синтеза. 

В матричной форме уравнения имеют вид [4] 

       tdtt
T
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где         тtytytyt s,...,, 21y –вектор углов за-

кручивания нелинейных соединений (s – число нели-
нейностей; т – знак транспонирования); 

       tt ji
3
, ( sji ,1,  ) – матрица 

ИЧХ; 

        тss yfyfyfy ,...,, 2211f –нелинейная век-

тор-функция, 
   jjjjjj yFycyf  ; 

 jj yF –нелинейная характеристика j-го нели-

нейного соединения; 

jc , jj yc –соответственно коэффициент жестко-

сти и упругий момент в линеаризованном соедине-
нии; 

        тtgtgtgt s,...,, 21g –вектор-функция ре-

акций линеаризованных нелинейных соединений на 
внешнее возбуждение; 
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 kM ,     tkj
1
,  ( mk ,1 )–возмущающие мо-

менты и соответствующие ИЧХ; 
T – период колебаний. 
При решении интегральных уравнений колеба-

ний хорошо зарекомендовал себя итерационный алго-
ритм метода Ньютона-Канторовича решения опера-
торных уравнений, который для уравнения (1) имеет 
вид [4] 

     ttt nnn zyy 1   ( n = 0, 1, 2, …), (2) 
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где  
s

yyyy fffdiag  ,...,,
21

f  – диагональная 

матрица. 
 
Алгоритм реализации метода на базе коорди-

натных функций 
В зависимости от характера решений и вида не-

линейностей возможны различные подходы к реали-
зации формул (2)-(4). Наилучшие возможности для 
целей синтеза в диапазонах частот однозначных ре-
жимов предоставляет алгоритм, основанный на ис-
пользовании координатных функций, благодаря гиб-
кости и экономичности представления искомого ре-
шения [4]. Решение уравнения (1) ищется в виде три-
гонометрического ряда 
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где a0, 
jj rr ba ,  ( mj ,1 )–неизвестные коэффици-

енты, причем r1 = 1,  = 2/T. 
Рациональный выбор базисных функций облег-

чает использование резонансных и фильтрующих 
свойств системы, отраженных в ИЧХ. 

Решение задачи сводится к определению вектора 

    тт
mm rrrrm babaauuu ,,...,,,,...,,

1101221  u (6) 

из дискретного аналога формул (2)-(4) [4]. 
 
Интегральная форма метода гармонической 

линеаризации 
Если система обладает фильтрующими или ре-

зонансными свойствами, последнее характерно для 
наиболее опасных динамических режимов в рассмат-
риваемых моделях, то приемлемые с практической 
точки зрения результаты позволяет получать хорошо 
известный метод гармонической линеаризации. В ра-
боте [5] метод распространен на уравнения движения 
в интегральной форме, благодаря чему он оказался 
особенно эффективным при синтезе параметров мо-
делей в области многозначности решений. 

Как и при традиционном подходе, решение 

ищется в виде 

  tAtAAty s
j

c
jjj  sincos0  ( sj ,1 ), (7) 

где 0
jA –средняя деформация; 

s
j

c
j AA , –косинусная и синусная амплитуды ос-

новной гармоники деформации j-го нелинейного со-
единения. 

Однако теперь выполнение каждой итерации 
требует решения система линейных алгебраических 
уравнений порядка 2s, а не 2n (n – число обобщенных 
координат) [5]. 

 
Динамический синтез как задача нелинейно-

го программирования 
Задача динамического синтеза нелинейных си-

ловых передачи состоит в определении параметров, 
обеспечивающих выбранные динамические критерии 
качества при учете ограничений, накладываемых на 
варьируемые параметры. 

Варьируя вектор параметров  т21 ,,, lxxx x  

модели, который включает и параметры нелинейно-
стей, необходимо добиться того, чтобы максимальное 
значение некоторого функционала  ,xU  в заданном 

частотном диапазоне  изменения частоты внешних 
периодических моментов стало минимальным 

 


,maxmin x
x

U
X

,   (8) 

где X – область поиска допустимых решений, 
которая задается в виде линейных (конструктивных) 

  iii xxx ,   0ix    ( li ,1 )  (9) 

и нелинейных (функциональных) 

  0xiG    ( mli ,1 )  (10) 

ограничений относительно варьируемых пара-
метров; 


ix  и 

ix –наименьшее и наибольшее значение i-

го варьируемого параметра xi. 
Поскольку целью динамического синтеза явля-

ется снижение динамических нагрузок валопровода, в 
качестве целевой функции обычно целесообразно 
брать максимальные по частоте значения амплитуды 
упругого момента на наиболее нагруженном j-ом 

участке рассматриваемой системы 

  ),(max 


xx
j

MAF .  (11) 

Особенности реализации этого подхода, в част-
ности при наличии многозначных решений, характер-
ных для нелинейных систем, изложены в [5]. 

 
Метод пошаговой оптимизации 
Применение описанного алгоритма требует ре-

шения относительно большого числа трудоемких за-

дач анализа. Поэтому естественным является стрем-

ление к созданию алгоритмов синтеза, требующих 
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минимального числа обращений к блоку решения за-

дач анализа. Такую возможность во многих случаях 

обеспечивает использование метода пошаговой опти-

мизации. Суть его состоит в том, что выделенные 

выше итерационные процессы переставляются места-

ми, т.е. на каждом шаге решения задачи анализа в ра-

боту включается оптимизационная процедура. 

На начальном этапе для исходных параметров 
системы 0x  выполняем не все итерации по нахожде-

нию  0xF , а определяем только одну   0
1 xF . В 

большинстве случаев функции   x1
0F  и  xF  оказы-

ваются близкими не только в окрестности 0x , но и во 

всей области X. Поэтому решив оптимизационную за-

дачу для   x1
0F , получим значение вектора парамет-

ров 1x , которое будет ближе к оптимуму, чем исход-

ная точка 0x . Аналогично предыдущему шагу реша-

ем задачу оптимизации для функции   x1
1F  и т.д. 

Как показывает практика расчетов, в большин-
стве случаев необходимость решения оптимизацион-
ные задачи отпадает уже после первого шага, либо их 
решение требует гораздо меньшего числа вычислений 
целевой функции. 

 
Синтез параметров двухвального транспорт-

ного дизеля 
Важное место в современном двигателестроении 

занимают турбопоршневые двухвальные транспорт-
ные дизели, обладающие рядом высоких технических 
характеристик. Особенностью их конструкции явля-
ется наличие зубчатой передачи, связывающей колен-
чатые валы, в которую для снижения динамической 
нагруженности валопровода на переходных режимах 
введена упругая муфта с предварительным натягом. 
Указанная муфта, технологические зазоры в соедине-
ниях к потребителям, нелинейные муфты в приводе к 
турбине и компрессору часто являются причиной воз-
никновения опасных динамических процессов, тре-
бующих проведения соответствующих расчетно-
экспериментальных исследований по выбору рацио-
нальных конструктивных параметров. 

На рис. 1. представлена крутильная схема дизе-
ля, связанного с потребителями (гидротормоза) эла-
стичными муфтами с упругими втулками. Кроме не-
линейной характеристики муфты, учитывающей тех-
нологические зазоры в шестернях главной передачи, 
показаны нелинейности к потребителям, обусловлен-
ные наличием зазоров в шлицевых соединениях. При-
няты следующие обозначения: I1÷I6, I7÷I12 – соответ-
ственно цилиндровые массы выпускного и впускного 
валов; I13÷I17 – шестерни главной передачи; I18 – ком-
прессор; I19 – турбина; I20, I21 – гидротормоза. 

 

 
Рис. 1. Модель машинного агрегата с двухвальным дизелем 
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Схема муфты с предварительным натягом изо-
бражена на рис.2. В каждом из шести ее окон, распо-
ложенных на радиусе R, установлены параллельно две 
пружины с предварительным поджатием (диаметр 
пружины D; диаметр проволоки d; длина предвари-
тельно поджатой пружины L1; рабочий ход ). 

В процессе доводочных испытаний фиксирова-
лись динамические крутящие моменты на наиболее 
нагруженных коренных шейках выпускного и впуск-
ного коленчатых валов c3, c16, c11 (см. рис.1). 

Рис. 2. Нелинейная упругая муфта 
 
Были выявлены значительные динамические на-

грузки на пусковых режимах  = 3742 рад/с (n = 
370420 мин-1), обусловленные интенсивными коле-
баниями впускного вала с узлом на участке упругой 
муфты (рис. 3). Размахи момента M11 достигали 16,7 
кН·м, а M3 – 13,9 кН·м. Опыт же использования муф-
ты показал, что при амплитудах момента более 7,5 
кН·м она становится неработоспособной. 

 

 
 

Рис. 3. Осциллограммы упругих моментов на запуске 
двигателя при проходе через резонанс 

 
На наиболее вероятных эксплуатационных ре-

жимах вблизи  = 260 рад/с (n = 2600 мин-1) выявле-
ны, хотя и меньшие по размахам (M3 = 11,1 кН·м; M11 

= 3,2 кН·м), но представляющие опасность субгармо-
нические колебания третьего порядка с узлом на вы-
пускном валу (рис. 4). Интенсивность и положение 
этого резонанса в наибольшей степени зависит от 
спектральных свойств высокочастотного контура “вы-
пускной вал–потребители”. 

 

 
 

Рис. 4. Осциллограммы упругих моментов при суб-
гармоническом резонансе 3-го порядка 

 
Задача ставилась следующим образом: изменяя 

параметры упругой муфты и нелинейных соединений 

к потребителям, необходимо уменьшить интенсив-

ность указанных резонансов и сместить их в менее 

опасные частотные диапазоны. В результате решения 

задач оптимизации с учетом конструктивных ограни-

чений получены такие результаты. Следует изменить: 

d с 7,5мм до 6мм; D с 18мм до 17,5мм;  с 1,2мм до 

2,3мм; c19, c20 с 1,7·106 Н·м до 6,1·106 Н·м. 

На рис. 5 показаны исходные (AM) резонансные 

кривые и аналогичные кривые для новых значений 

параметров ( MA
~

). Следует иметь в виду, что в облас-

ти более низких частот не только меньше уровень 

возмущения, но и проход через резонанс происходит 

интенсивнее. 

Результаты изменения спектральных свойств 

высокочастотного контура представлены на рис. 6 

( )1(
MA  – амплитуда основной гармоники;  31

MA  – ам-

плитуда субгармоники). Увеличение жесткости упо-

ров нелинейностей привело к уменьшению уровня ре-

зонансных колебаний, смещению их к верхней грани-

це эксплуатационных оборотов, а также к сужению 

диапазона субгармонических колебаний. 
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Рис. 5. Амплитуды упругих моментов на резонансе 

при запуске двигателя 

 
Рис. 6. Амплитуды основной гармоники и субгармони-

ки упругих моментов на резонансе 

Выводы 
1. Изложена новая концепция параметрического 

синтеза нелинейных моделей машинных агрегатов с 

ДВС. 
2. Разработаны математические модели динами-

ческих процессов в форме нелинейных интегральных 

уравнений, записываемых с помощью ИЧХ. 

3. Предложены эффективные алгоритмы чис-
ленного решения указанных уравнений, выбор кото-

рых определяется характером динамических процес-

сов. 
4. Рассмотрены особенности построения алго-

ритмов параметрического синтеза. 

5. Приведены результаты синтеза параметров 
нелинейной модели машинного агрегата транспорт-

ного ДВС. 

6. Обоснована перспективность применения ин-

тегральных уравнений движения для решении раз-
личных задач анализа и синтеза новых аналогичных 

конструкций. 
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