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УДК 17.27 
 

И.С. БЕЛОВ, канд. физ.-мат. наук  
 

ЛИНЕЙНЫЕ УСЛОВИЯ НЕОТРИЦАТЕЛЬНОСТИ 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОГО МНОГОЧЛЕНА 

 
Рассмотрены условия неотрицательости тригонометрического многочлена из косинусов 

∑
=

γ=
n

m
m mxxP

0
cos)(  с действительными коэффициентами. Для 4,3,2=n приведены линейные 

условия на коэффициенты, при которых RxxP ∈∀≥ ,0)( .  

Ключові слова: тригонометрический многочлен, неотъемлемость, линейные условия. 

Постановка проблемы. Нахождение асимптотики экстремумов 
тригонометрических полиномов играет важную роль в изучении сходимости 
простых и кратных рядов Фурье и задачах тригонометрической интерполяции 
[1, 2]. В частности, оценки наибольшего и наименьшего значений ядер типа 
Дирихле используются при доказательстве разнообразных теорем 
гармонического анализа [3]. Последняя задача эквивалентна нахождению 
условий неотрицательности тригонометрического многочлена, которые, в 
свою очередь, сводятся к некоторой системе алгебраических уравнений [4]. 

Анализ литературы. В работе продолжается исследование экстремумов 
тригонометрических многочленов, начатое в работах [5, 6], где, в частности, 
рассмотрена задача нахождения наименьшего и наибольшего значений ядер 
типа Дирихле. 

Цель статьи. Исследовать некоторые примеры неотрицательных 
тригонометрических многочленов по косинусам.  

Известно [4, с. 94], что для неотрицательности тригонометрического 

многочлена по косинусам ( ) ∑
=
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с вещественными 

коэффициентами необходимо и достаточно существование представления  
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с вещественными коэффициентами ( )nkak ≤≤0 . Это приводит к системе 
( )1+n   алгебраических уравнений  второй степени с ( )1+n  неизвестными, 
которую удобно записать в виде 
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считая, что неизвестные 0=ia  при 0<i  и ni > . Рассмотрим условия 
разрешимости системы (1) и явный вид решений для начальных значений n . 

При 1=n  система (1) имеет вид 
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Если ( )00 , ba  – решение системмы, то ( ) 10
2

000 γ±γ=±≤ ba , и мы 
получаем небходимые и достаточные условия разрешимости в виде системы 
линейных неравенств 
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При 2=n  система (1) имеет вид 









γ=
γ=+

γ=++

.2
,22

,

2

1

0
222

ac
bcab

cba
 

Если ( )000 ,, cba  – решение системы, то ( ) 210
2

0000 γ+γ±γ=+±≤ cba , 
(см. [6]) и мы получаем небходимые условия разрешимости в виде системы 
линейных неравенств 
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Можно проверить, что достаточные условия, (которые и необходимы), 
имеют вид  
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При этом  
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Выделяя линейное неравенство, находим, что справедлива 
Теорема 1. Если выполнены линейные условия 
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для коэффициентов тригонометрического многочлена 
( ) xxxP 2coscos 210 γ+γ+γ= , 

то ( ) RxxP ∈∀≥ ,0 . 
При 3=n  система (1) имеет вид 
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Если ( )0000 ,,, dcba  – решение системы, то, аналогично, 

( ) 3210
2

00000 γ±γ+γ±γ=±+±≤ dcba , и мы получаем небходимые условия 
разрешимости в виде системы линейных неравенств 
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Для нахождения достаточных условий (отличных при 3=n  от 
необходимых) удобно перейти к переменным wzyx ,,, , выполнив 
преобразование Уолша 

dcbawdcbazdcbaydcbax +−−=−−+=−+−=+++= ,,, . 
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При этом для 202202 , γ+γ=γ−γ= ass  имеем asyx 2
22 2=+ , 

2
22 2swz =+ , откуда 

( ) .2,0
,sin2,cos2,sin2,cos2 2222

π≤ψϕ≤

ψ=ψ=ϕ=ϕ= swszsysx aa  

Используя выпуклость множества неотрицательных тригонометрических 
многочленов и легко проверяемую принадлежность к нему конкретных 
многочленов при подходящих значениях параметров ψϕ, , убеждаемся, что 
справедлива 

Теорема 2. Если выполнены линейные условия 
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для коэффициентов тригонометрического многочлена 
( ) xxxxP 3cos2coscos 3210 γ+γ+γ+γ= , 

то ( ) RxxP ∈∀≥ ,0 . 
Некоторыми свойствами, аналогичными системе (1), обладает система 

тригонометрических уравнений 
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Решения этой системы находятся просто для n , являющихся степенями 
двойки. Например, при 4=n  для системы 
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справедливо следующее 
 Предложение 1. Если суммы   
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все по модулю не превосходят единицы, то общее решение системы (5) может 
быть представлено в виде 
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если же этим  свойством обладают только некоторые из них (например, 1s ), то 
к ним сходятся соответствующие линейные функции от  итераций метода 
Ньютона (если 01 ≥s , к нему сходится ( )nnnn dcba +++  и т.д. (ср. [5])). 

Для n , не являющихся степенями двойки, положение более сложное. 
Например, при 3=n  для системы 
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справедливо 

Предложение 2. Если 
2
2

≤γ  , то система (6) совместна. 

Выводы. Достаточные условия неотрицательности тригонометрического 
многочлена могут быть представлены в виде линейных неравенств (2), (3), 
которые удобны при проверке. 
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