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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЫ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ, ПОРОЖДАЕМОЙ МНОГОЧЛЕНОМ 
С МИНИМАЛЬНЫМ ЭЛЕМЕНТОМ РАЗЛОЖЕНИЯ 

Проведен анализ влияния минимального элемента разложения в структуре разложения на длину 
генерируемой последовательности. Определена периодическая структура последовательности, 
порождаемой многочленом с минимальным элементом разложения. Получена математическая 
зависимость, позволяющая определять длину формируемой последовательности по виду 
разложения.  
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Постановка проблемы и анализ литературы. В настоящее время 
известны несколько областей, где случайные и псевдослучайные числа широко 
используются в процессе решения задач. К таким областям относятся 
статистическое моделирование, системы передачи информации, 
идентификация объектов управления, вероятностное тестирование, защита 
информации в сетях и другие. 

Для решения этих задач необходимо вырабатывать "несметные 
количества случайных чисел с самыми разнообразными свойствами" [1, 2]. По 
сообщению японских учёных, "согласно статистическим данным, среди 
используемых подпрограмм математической библиотеки большого ВЦ 
Токийского университета, подпрограммы генерации равномерно 
распределённых случайных чисел в последнее время находятся в группе 
самого высокого ранга использования" [3]. Наибольшее значение для практики 
имеют числа с равномерным законом распределения. Одними из основных 
элементов в таких системах являются генераторы псевдослучайных 
последовательностей, от качества и быстродействия которых существенно 
зависят результаты решения поставленных задач. 

Известны фундаментальные работы в области генерирования 
псевдослучайных последовательностей и чисел, а также большое количество 
патентов и авторских свидетельств, которые говорят о большом интересе к 
этим областям. Решению таких задач посвящены работы ученых: 
Иванова М.А., Клейнена Д., Кузнецова В.М., Гришкина С.Г., Морозова A.M., 
Корна Г., Орлова М.А., Чугункова И.В., Яковлева В.В., Ярмолика В.Н. и 
других. 

Однако влияние минимального элемента разложения (х ⊕3 1) в структуре 
разложения на длину генерируемой последовательности изучено еще не 
достаточно. 
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В отечественной и зарубежной литературе основное внимание при 
формировании псевдослучайных чисел уделено генераторам псевдослучайных 
последовательностей, построенных на основе регистра сдвига с линейной 
обратной связью (с сумматорами по модулю два), причем в большинстве работ 
рассматриваются последовательности максимальной длины. Г. Корн в работе 
[4] рассматривает цифровой метод формирования шума при разработке 
аналоговой машины ASTRAC II в Аризонском университете (США), 
предназначенной для статистической обработки реализаций случайных 
процессов. Генератор двоичной последовательности состоит из 25-разрядного 
сдвигового регистра и одного сумматора по модулю 2. В работе [5] приводится 
пример сочетания цифровых и аналоговых методов при формировании 
аналогового сигнала в виде белого шума. В [6 – 13] рассмотрены свойства и 
особенности последовательностей максимальной длины, показан подход к 
построению генераторов псевдослучайных последовательностей, получения 
матриц состояний. Основные свойства и структурные особенности 
последовательностей максимальной длины также описаны в [14, 15]. Однако 
[16] "значительная часть установленных здесь фактов – не доказанные 
теоремы, а эмпирические наблюдения, ожидающие смелых исследователей". 

Поэтому исследование периодических структур и статистических 
характеристик последовательностей, формируемых генераторами 
псевдослучайных последовательностей на основе регистра сдвига с 
сумматорами по модулю три, является актуальной задачей, имеющей 
существенное значение для статистического моделирования. 

Целью статьи является получение периодической структуры 
последовательности, порождаемой многочленом )()1()( 23 xfxxf ⊕= .  

Основная часть. Многочлен f(x) степени N с коэффициентами из GF(3) 
называется неприводимым, если он не делится ни на один другой многочлен 
степени меньшей N и большей 0. Многочлен f(x) степени N с коэффициентами 
из GF(3) называется примитивным, если он не делит нацело ни один 
многочлен вида хS –1, где S < LN – 1. 

Периодическую структуру последовательностей в общем случае 
представляют в виде: 

 [ ])(μ...,),(μ),(μ 2211 ii LLL , (1) 

где Li  – длина i-го периода, μ i  – количество периодов длиной Li. 
Известно, что если многочлен f(x) степени N с коэффициентами из GF(3) 

неприводим и примитивен, то периодическая структура линейно-рекуррентной 
последовательности имеет вид [1(1), 1(3n – 1)]. При этом на всех выходах 
регистра формируются последовательности n-го порядка, а запрещенным 
является состояние (0 0 … 0). 
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Функциональная схема генератора псевдослучайных последователь-
ностей на регистрах сдвига с обратной связью, который описывается 
полиномом f(х) = х5 ⊕3 х4 ⊕3 х3 ⊕3 х2 ⊕3 х ⊕3 1, приведена на рисунке.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. Функциональная схема генератора псевдослучайных  
последовательностей на регистрах сдвига с обратной связью с 

f(х) = х5 ⊕3 х4 ⊕3 х3 ⊕3 х2 ⊕3 х ⊕3 1 
 
Работа генератора псевдослучайных последовательностей на регистрах 

сдвига с обратной связью описывается с помощью матрицы состояний, 
которая для схемы рис. имеет следующий вид: 

 
11212111022020010012112110201112211110111112020201221002220001012120022012101201120120221100102000210000 
01121211102202001001211211020111221111011111202020122100222000101212002201210120112012022110010200021000 
00112121110220200100121121102011122111101111120202012210022200010121200220121012011201202211001020002100 
00011212111022020010012112110201112211110111112020201221002220001012120022012101201120120221100102000210 
00001121211102202001001211211020111221111011111202020122100222000101212002201210120112012022110010200021 

 
Особенность в периодическую структуру линейно-рекуррентной 

последовательности вносит множитель (х ⊕3 1). Поэтому рассмотрим 
недостаточно исследованные и наиболее интересные для практики случаи, 
когда многочлен f(х) имеет вид: 

 [ ] )(...)()()( 21 xfxfxfxf r
i ⋅⋅⋅= ,  (2) 

где fj(х), rj ,2=  – неприводимые многочлены степени nj,  f1(х) = (х ⊕3 1), 

nin
r

j
j =+∑

=2
. 

Каждому сомножителю fj(х) как неприводимому многочлену 
соответствует свой период Li. При ni > 1 период Li  не обязательно будет 
максимальным и равным, поскольку fj(х) может быть не примитивным. 

Сигнатура 

Последовательный вход 
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Символически периодическая структура соответствующей 
последовательности записывается в виде [ ])(),1(1 ii Lμ . В этом случае 
периодическая структура, соответствующая многочлену (2), представляет 
собой совокупность простых и комбинационных периодов и определяется как 
формальное произведение членов [ ])()1(1 ii Lμ+ . В случае, если 

 )()()( xfxfxf ji ⋅=  (3) 

и fi(х) и fj(х) имеют периодические структуры )](),1(1[ ii Lμ  и )](),1(1[ jj Lμ  
соответственно, то периодическая структура, соответствующая многочлену 
(3), определяется как: 
 )()()()1(1)]()1(1[)]()1(1[ ijijjjiijjii LLLLL μμμμμ +++=+⋅+ ,  (4) 

где Lij – наименьшее общее кратное Li и Lj, а ),( jijiij LLμμμ = , где (Li, Lj) – 
наибольший общий делитель Li и Lj. 

Рассмотрим случай, когда многочлен f(х) в выражении (2) имеет вид: 
 ),()1()( 23 xfxxf ⊕=  (5) 

где многочлен f2(х) степени (n – 1) ≥  3 неприводим и примитивен. 
При многочлене (х ⊕3 1) периодическая структура последовательности 

имеет вид [1(3)]. Тогда определим периодическую структуру 
последовательности, порождаемой многочленом (5): 

 )33(1)3(1)]13(1)1(1[)]3(1[ 11 −+=−+⋅ −− nn . (6) 

Многочлен f(х) = х4 ⊕3 2х3 ⊕3 х2 ⊕3 х ⊕3 1 в выражении (2) имеет вид: 
f(х) = (х ⊕3 1)( х3 ⊕3 х2 ⊕3 1). 

Матрица состояний для многочлена f(х) = х4 ⊕3 2х3 ⊕3 х2 ⊕3 х ⊕3 1 имеет 
вид: 

112221221000221112112000 
011222122100022111211200 
002211121120001122212210 
000221112112000112221221 

 
Для заданного многочлена длина формируемой последовательности 

равна  l = 24. 
Воспользовавшись (6), рассчитаем длину формируемой генератором 

последовательности, которая описывается многочленом третьей степени: 3n–1 –
– 3 = 34–1 – 3= 33  – 3 = 27 – 3 = 24. 

Как видно из расчетов, результаты, полученные с помощью соотношения 
(6), и с помощью построенной матрицы состояний для заданного многочлена 
третьей степени полностью совпали. 
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Многочлен f(х) = х5 ⊕3 2х4 ⊕3 х3 ⊕3 х ⊕3 1 в форме (2) имеет вид: 
f(х) = (х ⊕3 1)( х4 ⊕3 х3 ⊕3 1). 

Матрица состояний для многочлена f(х) = х5 ⊕3 2х4 ⊕3 х3 ⊕3 х ⊕3 1 имеет 
вид: 

 
111221100121201002102112122021002210000222112200212102001201221211012001120000 
011122110012120100210211212202100221000022211220021210200120122121101200112000 
001112211001212010021021121220210022100002221122002121020012012212110120011200 
000222112200212102001201221211012001120000111221100121201002102112122021002210 
000022211220021210200120122121101200112000011122110012120100210211212202100221 

 
Для заданного многочлена длина формируемой последовательности 

равна  l = 78. 
Воспользовавшись (6), рассчитаем длину формируемой генератором 

последовательности, которая описывается многочленом четвертой степени:  
3n–1 – 3 = 35–1 – 3= 34 – 3 = 81 – 3 = 78. 

Как видно из расчетов, результаты, полученные с помощью соотношения 
(6), и с помощью построенной матрицы состояний для заданного многочлена 
четвертой степени полностью совпали. 

Выводы. В результате исследования была получена математическая 
зависимость, позволяющая определять длину формируемой 
последовательности по виду разложения. Определена периодическая 
структура последовательности, позволяющая рассчитать длину матрицы 
состояний. Результаты исследования позволят разработать методику синтеза 
генераторов псевдослучайных последовательностей на основе регистров 
сдвига с сумматорами по модулю три. 
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