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Постановка проблемы и анализ литературы. Тяговый подвижной 

состав железных дорог Украины является одним из основных 

потребителей электроэнергии и топлива. Поэтому снижение энергозатрат 

при перевозке пассажиров и грузов является одной из важнейших задач 

для Украинских железных дорог. Одним из путей уменьшения 

энергозатрат – это оптимизация управления тяговым подвижным 

составом. Вопросам оптимизации законов управления подвижным 

составом за последние десятилетия занимались многие ученые [1-10]. 

Однако в большинстве этих исследований использовались модели, 

описываемые системами обыкновенных нелинейных дифференциальных 

уравнений 2-3 порядка, а для асинхронного тягового привода – пятого 

порядка. Использование таких упрощенных моделей, с одной стороны, 

позволило решить ряд задач оптимального управления, но, с другой 

стороны, слишком упрощенное описание объекта управления не 

позволяет исследовать целый ряд процессов, влияющих на 

энергетические затраты тягового подвижного состава. Кроме того, даже 

при упрощенном описании тягового асинхронного привода системой 

нелинейных дифференциальных уравнений возникают серьезные 

трудности при синтезе оптимальных регуляторов с помощью 

большинства известных методов теории оптимального управления [11, 

12]. В связи с этим в работах [10, 13] была предпринята попытка 

получить удобный математический инструмент для решения задачи 

управления тяговым приводом с помощью геометрической теории 

управления. При этом удалось получить законы оптимального 

управления для объектов, которые описывались системами 

обыкновенных нелинейных дифференциальных уравнений 5-6 порядка. 
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Однако при этом модель привода имела только один эквивалентный 

тяговый двигатель, что существенно ограничило возможности модели 

для поиска оптимальных законов управления реальным приводом. В 

связи с этим важно уточнение модели привода, разработка метода 

динамической линеаризации полученной модели (получение линейной 

модели в форме Бруновского) и поиск оптимальных законов управления 

с помощью этой модели. 
 

Целью статьи является синтез линейной математической модели  

дизель-поезда с тяговым асинхронным приводом на основе 

динамической линеаризации модели объекта управления средствами 

геометрической теории управления.  
 

Движение дизель-поезда по перегону может быть описано системой 

обыкновенных дифференциальных уравнений вида: 
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где S – расстояние, отсчитываемое от начала перегона; t – время; k, 

2221, aa  – постоянные коэффициенты; V – скорость движения состава; 

MT1, MT2 – соответственно тяговые моменты привода головного и 

последнего вагона дизель-поезда (здесь и далее полагаем, что индекс "1" 

относится к головному вагону дизель-поезда, а индекс "2" – к 

последнему); ;2 1 , ,jikM qjdjjjTj   21, kk  – постоянные 

коэффициенты; ;μ rjmjj LJpL  р – число пар полюсов статора тягового 

электродвигателя; 2121 ,,, rrmm LLLL  – соответственно индуктивность 

контура намагничивания и полная индуктивность ротора эквивалентного 



 

 28 

тягового двигателя головного и последнего вагона; J1, J2 – моменты 

инерции, приведенные к валам тяговых двигателей; 

)2 ,1(   22  jvrjurjdj  – соответственно потокосцепление ротора 

эквивалентного тягового двигателя головного и последнего вагона; urj , 

vrj  – потокосцепления ротора эквивалентного тягового двигателя по 

осям u и v; jusjjvsjqj iii sinρcosρ   – ток статора эквивалентного 

двигателя по оси q, j = 1, 2; vsji , usji  – статорные токи по осям u и v 

эквивалентных двигателей; 






  22arcsinρ vrjurjvrjj  или 








  22arccosρ vrjurjurjj ; ;1α rjj T  rjT  – постоянная времени 

ротора j-го эквивалентного двигателя; jvsjjusjdj iii sinρcosρ   – ток 

статора j-го двигателя по оси d в системе координат d, q; 
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j  sjrj RR ,  – активные сопротивления 

соответственно ротора и статора j-го эквивалентного двигателя; sjj L,  –

 соответственно полный коэффициент рассеяния и полная индуктивность 

статора j-го двигателя; jj kV   – угловая скорость j-го двигателя; 

)2 ,1(  jk j  – постоянные коэффициенты; 2 ,1,
σ

β  j
LL

L

rjsjj

mj

j ; 

2 ,1,sinρcosρ  juuu jvsjjusjdj ; 2 ,1,sinρcosρ  juuu jusjjvsjqj . 

Введем в правые части уравнений (4), (5) объекта управления новые 

управления: 

 2 ,1  ),/(σβα/α 2
1  jLuiLipu sjjdjdjjjdjqjmjjqjjj ; (7) 

 2 ,1  ),/(σβ/α2  jLupiiLipu sjjqjdjjjdjqjdjmjjdjjj . (8) 

 

Обозначив Sx 1 ; Vx 2 ; 13 dx  ; 14 dix  ; 15 qix  ; 16 ρx ; 

27 dx  ; 28 dix  ; 29 qix  ; 210 ρx ; 11235 μka  ; 22279  ka ; 

133 αa ; 1134 α mLa  ; 55144 γ aa  ; 162  kpa ; 11635 α mLa  ; 

277 a ; 2278 α mLa  ; 99288 γ aa  ; 22,10  kpa ; 229,7,10 α mLa   
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и подставив управления (7), (8) в уравнения (4), (5) получим следующую 

модель движения дизель-поезда по перегону: 
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Для установления возможности преобразования системы 

нелинейных дифференциальных уравнений (9) к форме Бруновского 

определим выполнение условий инволютивности распределений 

,0M 21   , MM  для рассматриваемой системы [12]. С этой системой 

дифференциальных уравнений связаны векторные поля 
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где )  , ... ,  ,( 1021 xxxx . 

Векторные поля 1Y , 2Y , 3Y , 4Y  постоянны, поэтому распределение 

},,,{span 4321
0

YYYYM  – инволютивно и 4dim 0 M , где 

},,,{span 4321 YYYY  – линейная оболочка векторов 1Y , …, 4Y ; 
0dim M  – 

размерность распределения 0
M . 
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Рассмотрим распределение 1
M ,,,,,,, 3214321span{ YLYLYLYYYY XXX  

}4YLX , где )4 ,1(  jjYLX  – производные Ли вдоль векторного поля Х 

векторных полей )4 ,1(  jjY : 
 















 11

1
11 ],[ Y

x

X
Y

x

X
X

x

Y
YXYLX  

;0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 , , ,0 ,0

0 ,0 ,0 0, ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,0

4434

10

10

2

10

1

10

10

1

2

1

1

1

T

T

aa

x

f

x

f

x

f

x

f

x

f

x

f


































 

T

3

635
5532352

2
22 0 0, 0, 0, , , 0, 0, , 0,],[

x

a
axa 









 Y

x

X
X

x

Y
YXYLX ; 

T

88783
3

33 0 0, , , 0, 0, 0, 0, ,0 0,],[ aa 








 Y

x

X
X

x

Y
YXYLX ; 

. , 0, 0, 0, 0, 0, 0, , 0,

],[

T

7

9,7,10
997279

4
4

44

x

a
axa 










 YXYXYLX

x

X

x

Y

 

Проверим инволютивность распределения 1M . Для этого 

необходимо выполнение условия ,,,,,,rank( 14321 YLYYYY X  

8]),[,,, 432 ji XXYLYLYL XXX  где ji XX , – векторные поля из 

семейства ,,,,,,,( 3214321 YLYLYLYYYY XXX )4YLX . 
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то матрица ]),[,,,,,,,,( 2143214321 YLYLYLYLYLYLYYYYB XXXXXX  имеет 

ранг, равный 9, т.е. условие инволютивности распределения 1M  не 

выполняется. При этом 79,7,1078675
3
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2
342)det( xaaaxaa B . 

Проверим инволютивность распределений 
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Все подраспределения },span{ 4321
1

kk ,,,, YLYYYYM X  1,4k , 

являются инволютивными, поэтому дополнительную переменную (или 

интегратор) можно вводить в любой канал управления. Однако введение 

одного, двух или трех интеграторов не позволяет решить проблему 

получения инволютивного распределения 1
M  для расширенной 

системы. Распределение 1
M  становится инволютивным при введении по 

два интегратора в каналы управления, связанные со вторым и четвертым 

управлениями. 

Введем следующие обозначения 
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В новых обозначениях расширенная модель объекта управления 

имеет следующий вид: 
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С расширенной моделью объекта управления связаны векторные 

поля: 
T

1413121110987654321  , , , , , , , , , , , , ,)( ggggggggggggggyY ; 

T*
1 0 0, 0, ,0 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0,Y ; 

T*
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Для расширенной модели объекта управления распределение 

},,,{span *
4

*
3

*
2

*
1

*0
YYYYM   инволютивно и 4dim *0

0  Mm . Проверим 

инволютивность распределения ,,,,,,, *
3

*
2

*
1

*
4

*
3

*
2

*
1

*1 span{ YLYLYLYYYYM YYY  

}*
4YLY . Поскольку имеем  

;0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,a ,a0, ,0
T

4434
*

1
*

1 



 Y

y

Y
YL

Y*  



 

 33 

;0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,0 ,00, ,0
T*

2
*
2 




 Y

y

Y
YL

Y*  

;0 ,0 ,0,0 ,a ,a,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 0, ,0
T

8878
*

3
*

3 



 Y

y

Y
YL

Y*  

T*
4

*
4 0 ,1 ,0,0 ,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 ,00, ,0




 Y

y

Y
YL

Y* , 

т.е. все вектора распределения *1M  имеют постоянные компоненты, то 
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 Подраспределения *2
2M  и *2

4M  являются инволютивными, 

поскольку все их вектора имеют постоянные компоненты. 
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показывает, что они также являются инволютивными. 

 На основании теории о линейных эквивалентах для нелинейных 

аффинных систем с m управлениями [14, 15] получим, что каноническая 

форма Бруновского имеет четыре клетки, и индекс управляемости kmax 

для данного объекта равен четырем. Поскольку число рассматриваемых 

инволютивных распределений Mj, 1 ,0 max  kj , то условия для 

получения линейного эквивалента для рассматриваемого объекта 

выполнены. 
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 В результате получим математическую модель в форме 

Бруновского: 
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 (11) 

где )4 ,1( kvk  – управления. 

Поскольку модель объекта в форме Бруновского имеет четыре 

клетки, то необходимо определить четыре функции Tj(y) ( 4 ,1j ) – 

преобразования от расширенной модели объекта управления к модели в 

форме Бруновского. Известно, что такие функции существуют и 

методика получения их известна [13 – 15]. Математическое 

моделирование объекта управления в форме Бруновского показало его 

работоспособность. 

Выводы. Таким образом, впервые средствами дифференциальной 

геометрии получена работоспособная линейная математическая модель 

дизель-поезда, с тяговым асинхронным приводом, эквивалентная 

нелинейной математической модели, описываемой системой нелинейных 

обыкновенных дифференциальных уравнений десятого порядка. 

Полученная линейная модель в канонической форме Бруновского может 

быть использована для синтеза оптимальных законов управления 

тяговым подвижным составом.  
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