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Е.Г. КАБУЛОВА, И.Н. КОСАРЕВА, В.А. КАРПОВА, Г.И. ГРИДНЕВА 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ВЫПЛАВКИ СТАЛИ В МЕТАЛЛУРГИЧЕСКОМ 

ПРОИЗВОДСТВЕ 

Проводится анализ особенностей моделирования процесса выплавки стали, делается вывод, что наиболее адекватным подходом к 

построению моделей зависимости твердости стали от еѐ химического состава являются методы статистического моделирования в 

комбинации с методами нечеткого логического вывода. Исследуется и разрабатывается модель зависимости распределенной по глубине 
твердости стали от еѐ химического состава в виде системы нечетких продукционных правил (модель Токаги-Суджено-Канга - TSK). Данная 

модель позволит определять прогнозные значения распределенной твердости стали как средневзвешенные выходы комплекса моделей 

линейной регрессии,  а также устранит проблему выбора наиболее адекватной регрессионной модели.  
Ключевые слова: прогнозирование твердости стали, нечеткие продукционные правила Токаги-Суджено-Канга. 

 

Введение 

В настоящее время в условиях жесткой 

конкуренции большинству металлургических 

предприятий для расширения сортамента и 

выполнения контрактов необходимо производство 

стали, удовлетворяющей требованиям по 

прокаливаемости, которая обеспечивается 

определенными режимами легирования.  

В связи с этим, одной из актуальных задач на 

сегодняшний день, является разработка моделей 

прогноза и алгоритмов оптимального управления 

процессом выплавки стали с заданной твердостью, 

которые позволят повысить эффективность 

управления процессом и качество получаемых 

изделий. 

Для построения математической модели прогноза 

на основе статистических данных о технологических 

измерениях твердости стали на различных глубинах и 

с различным химическим составом, могут 

использоваться различные методы. Более подходящим 

представляется моделирование прогнозных значений 

на основе нечеткого моделирования.  

Выплавка стали осуществляется по 

индивидуальной заказной спецификации, в которой 

указывается форма выплавляемого изделия, 

допустимый диапазон изменения химического состава 

и прокаливаемость, под которой подразумевается 

глубина проникновения закаленной зоны или 

твердость стали на различной глубине от поверхности. 

Прокаливаемость (далее распределенная твердость 

или конечная твердость стали) определятся многими 

факторами, среди которых химический состав стали 

(аустенита), его неоднородность, размер зерна и др. С 

позиций рассматриваемого управления наиболее 

актуальным управляющим фактором является 

химический состав, который можно изменять в 

процессе выплавки стали путем добавления 

соответствующих ферросплавов. 

Для выбора необходимого химического состава 

на многих предприятиях используются 

математические модели в виде регрессионной 

зависимости твердости от процентного содержания 

химических элементов. Учитывая сложность 

построения такой зависимости во всем диапазоне 

изменения химического состава, на множестве 

допустимых значений концентраций элементов 

выделяются интервалы значений состава, заданной 

(но не любой) совокупности которых соответствует 

определенная, как правило, линейная, регрессионная 

модель зависимости.  

По сути, такой подход соответствует кусочно-

линейной аппроксимации нелинейной, 

многофакторной зависимости. При этом возникает 

задача выбора модели наиболее адекватной заданным 

начальным условиям химического состава стали. Эта 

задача решается переборным методом на основе 

эмпирических соображений специалистов-экспертов 

управляющих выплавкой стали. По выбранной 

регрессионной модели осуществляется прогноз 

распределения твердости стали, на основе которого 

методом перебора выбирается необходимый 

химический состав. Неизбежные ошибки, связанные с 

экспертным выбором адекватной модели и 

химического состава приводят к снижению качества 

выплавляемой стали.  

Повысить эффективность управления и качество 

выплавляемой стали можно при получении прогноза 

на основе моделирования зависимости «состав-

твердость» системой нечетких продукционных правил 

Токаги-Суджено-Канга (модель TSK) и оптимизации 

выбора химического состава стали в условиях 

стохастичности параметров регрессионных моделей. 

Таким образом, обуславливается актуальность задачи 

анализа и совершенствования моделей и алгоритмов 

управления твердостью выплавляемой стали в 

условиях нечеткой и стохастической 

неопределенности. 

Методы и модели 

Анализ возможности управления на основе 

решения матричного уравнения. 

Анализ существующих моделей прогнозирования 

в виде систем линейных уравнений и особенностей 

управления выплавкой стали, показал, что, в 

принципе, при решении задачи управления все модели 

могут быть приведены к форме с квадратными 

матрицами. В этом случае и модель TSK, полученная 

для прогнозирования твердости стали, представленная 

в матричном виде (1), также будет иметь квадратную 

матрицу:  
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– матрица модели TSK, элементы которой зависят от 

вектора x ; )(0 xaTSK  - транспонированный вектор-

столбец свободных членов, зависящих от вектора x . 

Отсюда следует, что одним из возможных путей 

решения задачи управления, т.е. определения вектора 

*x  по заданному вектору 
*y может быть решение 

соответствующего матричного уравнения. 

Применительно к модели TSK, с параметрами, 

зависящими от x , вообще говоря, можно было бы 

использовать подход к решению, основанный на 

построении итерационной процедуры. 

Однако, как отмечалось ранее, параметры 

исходных регрессионных моделей суть случайные 

величины, и решения системы линейных уравнений 

будут определяться с некоторым смещением. 

Смещение может приводить к потере адекватности 

моделей и невозможности реализации управления на 

основе этих моделей. Если величина этого смещения 

оказывается в нашем случае значительной и выходит 

за допустимые рамки, то использовать такой подход к 

управлению нельзя. 

Отсюда возникает задача экспериментального 

оценивания величины смещения решений систем 

линейных регрессионных уравнений, описывающих 

зависимость распределенной твердости стали от 

химического состава. 

Будем считать, что недопустимая величина 

смещения, получаемая при решении хотя бы одной из 

существующих систем регрессионных уравнений, 

приводит к недопустимому смещению 

предполагаемого решения модели TSK. В этом случае 

достаточно получить оценки смещения только 

существующих систем регрессионных уравнений и, 

если решение хотя бы одной из систем имеет 

недопустимое смещение, то следует отказаться от 

попыток поиска решения матричной формы модели 

TSK.  

Примем следующий критерий оценки 

допустимости смещения: если полученное решение 

системы регрессионных уравнений попадает в 

допустимую область изменения химического состава 

стали, то решение можно считать допустимым, в 

противном случае – смещение недопустимо велико и 

от управления на основе решений матричных 

уравнений следует отказаться. Допустимая область 

изменения массовой доли химических элементов 

определяется существующими границами классов 

j
iK

.
  

Экспериментальные исследования проводились 

по следующей методике. Из имеющихся 

статистических данных выбиралась точка 

),...,,( 21
k
n

kkk xxxx   таким образом, что для всех 

k
ix выполняется 

j
i

k
i Kx   для одного и того же j. 

Другими словами точка 
kx  четко принадлежит 

одному из классов 
jK  и выполняются условия 

априорной адекватности  j-ой модели. Затем по j-ой 

модели 
jkjj axAy 0  рассчитываются 

несмещенные оценки распределенной твердости 

стали, ),...,,( 21
j

n
jjj yyyy  . Мы знаем, что 

линейная модель статистически адекватно описывает 

зависимость )(xfy   в заданной области 

изменения факторов. Если функция  )(xfy   

монотонна по всем своим переменным, а в нашем 

случае это условие выполняется, то  на границе 

области допустимого изменения x  эта функция 

будет принимать свои максимальные и минимальные 

значения.  

Таким образом, можно определить границы 

изменения состояний свойства (твердости стали), 

соответствующие допустимым изменениям 

химического состава. Это означает, что любым 

значениям вектора x , отвечающим своим 

ограничениям 
j

i
k
i Kx    будут соответствовать 

значения вектора y , отвечающие своим допустимым 

ограничениям.  Полученный по j-ой модели для точки 

kx  вектор 
jy изменяется в пределах своих 

допустимых ограничений и для нового значения 

распределенной твердости решается j-ая система 

уравнений относительно x . Следует ожидать, что 

полученное смещенное решение останется в классе 

jK . Если этого не произойдет, то смещение решения 

следует считать недопустимым. 

По данной методике была произведена серия 

экспериментов с различными моделями по различным 

точкам x . В большинстве случаев решение 

оказывалось с недопустимым смещением.  

Результаты, полученные в процессе анализа 

возможности управления на основе решений систем 

линейных регрессионных уравнений моделей, 

позволяют сделать однозначный вывод о недопустимо 

большой величине смещения оценок значений 

химических элементов. Управление должно строиться 

на основе оптимизационного подхода. 

Постановка задачи оптимального управления. 

Оптимальное управление должно строиться в 

классе задач стохастического математического 

программирования. Критерием оптимизации должна 

служить  надежность достижения допустимого 

интервала изменения распределенной твердости стали 

заданного индивидуальной заказной спецификацией. 

При этом должны выполняться ограничения на 

изменения химического состава, также заданные 
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заказной спецификацией. Пусть сначала 

математическая модель зависимости распределенной 

твердости стали от химического состава имеет вид 

xAay  0  ,                  (2) 

В формализованном виде задача оптимального 

управления, применительно к рассматриваемой 

системе линейных уравнений произвольного вида 

( kn  ) будет выглядеть следующим образом: 
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Вообще говоря, такую задачу следует 

рассматривать как задачу векторной оптимизации, т.к. 

критерии, записанные для каждой строки системы 

уравнений (3), скорее всего, противоречивы. Однако, 

эти критерии можно представить в виде линейной 

свертки, основываясь на выпуклом характере функций 

цели и ограничений. В этом случае задача 

оптимизации принимает скалярный вид и может 

рассматриваться в классе задач математического 

программирования: 

.

min,)...(

maxmin

1

2
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i
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Поскольку параметры регрессионных уравнений 

ija  следует рассматривать как случайные оценки, 

постановка задачи оптимизации (4) относится к классу 

задач стохастического программирования. 

Следуя возможным подходам к решению такого 

рода задач, предлагается следующая модификация 

постановки (4), приводящая ее к обычной задаче 

квадратичного программирования.  

Будем интерпретировать каждое заданное 

значение 
*
iy  как условную выборочную среднюю 

)/( ** xyMy ii   регрессионной модели 

ijii yy  * , где i  - случайные остатки. В 

соответствии с задачей управления по заданным 

значениям 
*
iy  необходимо с помощью модели найти 

такие значения 
*x , которые при установке на 

реальном объекте обеспечили бы попадание твердости 

стали )( *xyi
 в каждой заданной точке ih  в 

некоторый допустимый интервал вокруг *
iy  с 

определенной вероятностью. С одной стороны 

допустимый интервал определяется индивидуальной 

заказной спецификацией выплавки стали (см. табл. 

1.2) неравенством - 
iiiii yxyy   *** )( . С 

другой стороны, следуя теории математической 

статистике, для 
*
iy  можно рассчитать доверительный 

интервал в виде неравенства 

 )()()( *
,1

***
,1

*
ikiiiki yStyxyySty    , 5) 

где
kt ,1 

 - статистика Стьюдента; )( *
jyS  - 

стандартная ошибка прогнозируемого свойства, 

вычисляемая при конкретных значениях вектора 
*xx  . Сравнение двух полученных неравенств 

показывает, что для успешного решения задачи 

необходимо выполнение неравенства 

iik ySt   )( *
,1

. Для того, чтобы последнее 

неравенство выполнялось с заданной вероятностью, 

желательно выбирать такие *x , при которых 

стандартная ошибка )( *
iyS  была бы минимальной. 

Этому желанию соответствует критерий 

оптимальности вида 

min)(
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xKxxxSyS j
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k
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kij , (6) 

где kiS  - оценки моментов связи (при k = i – 

оценки дисперсии) случайных параметров модели; Кj 

– ковариационная матрица размерности (n+1)×(n+1). 

Очевидно, что критерии вида (6) должны быть 

записаны для каждого j, т.е. для каждого уравнения 

системы (2). Их совокупность можно представить в 

виде взвешенной аддитивной свертки: 
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где 
j  - весовой коэффициент, учитывающий 

требования по точности достижения каждого значения 

распределенного свойства. 

Далее, критерий (функцию цели) из выражения 

(4) следует привести  к виду ограничительного 

неравенства. Такое неравенство может быть 

представлено в матричном виде: 
*
max0

*
min yaxAy  ,                                 (8) 

где компоненты векторов 
*
miny  и 

*
maxy  

определяются следующим образом: iiy *
 - для 

минимальных границ и iiy *
 - для максимальных 

границ. 

Таким образом, постановка задачи принимает 

вид 
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.maxmin iвсехдляxxx iii   

Следует отметить, что )(xI   с линейными 

ограничениями  относятся к классу задач 

квадратичного программирования. Для существования 

оптимального решения необходимо, чтобы матрицы   

Кj были симметричные и положительно 

определенные. Симметричность этих матриц 

обеспечивается по определению, а положительную 

определенность легко проверить с помощью критерия 

Сильвестра. Заметим также, что рассматриваемая 

постановка обеспечивает решение задачи управления 

для любого соотношения n и k, а также учитывает 

стохастический характер параметров регрессионных 

уравнений. Решение находится любым поисковым 

методом без использования операции обращения 

матрицы. Это означает, что получаемые решения, 
*x можно рассматривать как несмещенные оценки. 

Поскольку было принято решение об 

использовании модели TSK для описания зависимости 

распределенной твердости стали от химического 

состава, необходимо заменить модель (2) в постановке 

(9) задачи оптимального управления на модель TSK.  

Замена  модели (2) на модель TSK в матричной 

форме (1) приведет к существенным изменениям в 

постановке задачи. Рассмотрим эти изменения, 

сначала в функции цели, а затем в ограничениях. 

Оценки дисперсии выходной переменной 

j
iy (здесь индекс i-означает номер уравнения в j-ой 

системе уравнений) в модели TSK  предлагается 

вычислять по следующему правилу: 

)()())(( 222 j
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K
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,   (10) 

Значения  )(2 xj
K

  будем рассматривать как 

весовые коэффициенты v  функции цели в 

постановке (9). Кроме того, необходимо учесть, что в 

модели TSK следует рассматривать все исследуемые 

регрессионные модели. Тогда функция цели 

применительно к модели TSK примет вид 
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Ограничение (8) применительно к модели TSK 

примет вид 
*

max0

*

min )()( yxaxxAy  ,            (12)  

Окончательно постановка (9) применительно к 

модели TSK примет вид 
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Как видно постановку задачи управления (13) 

уже нельзя рассматривать как задачу квадратичного 

программирования. В этом случае и функция цели и 

ограничения содержат существенные нелинейности. 

Необходима разработка алгоритма решения задачи 

(13). 

Заключение 

Анализ особенностей моделирования процессом 

выплавки стали показал, что наиболее адекватным 

подходом к построению моделей зависимости 

твердости стали от еѐ химического состава являются 

методы статистического моделирования в комбинации 

с методами нечеткого логического вывода, а 

управление процессом выплавки стали (выбор 

химического состава) может быть представлена либо 

как решение систем нелинейных уравнений либо в 

виде моделей оптимального выбора. Разработана 

модель зависимости распределенной по глубине 

твердости стали от еѐ химического состава в виде 

системы нечетких продукционных правил (модель 

TSK), позволившая определять прогнозные значения 

распределенной твердости стали как 

средневзвешенные выходы комплекса моделей 

линейной регрессии и устраняющая проблему выбора 

наиболее адекватной регрессионной модели.  
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