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РЕШЕНИЕ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ СТАТИКИ ОРТОТРОПНЫХ
СФЕРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК С ОТВЕРСТИЯМИ

Запропоновано підхід до визначення напружено-деформованого стану пружних сферичних обо-
лонок з отворами. Використовуваний RVR-метод заснований на варіаційному принципі Рейсс-
нера, методу И.Н.Векуа, теорії R-функцій, загальних рівнянь тривимірної теорії пружності й ал-
горитму двосторонньої оцінки точності наближених рішень змішаних варіаційних задач. Ефек-
тивність методу показана на прикладах.

The approach is suggested to definition of the stress-strained state of elastic spherical shells with holes. The used
RVR-method is based on Reissner’s variational principle, I.N.Vekua's method, R-functions theory, the common
equations of the three-dimensional theory of an elasticity and algorithm for two-sided estimation of exactitude of
approached solutions of the mixed variational problems. Efficiency of the method is shown on examples.

Постановка проблемы. Решения пространственных задач теории упру-
гости сопряжены со значительными вычислительными трудностями. В этой
связи актуальна потребность в создании универсальных и алгоритмически
простых для численной реализации методов расчета нетонких оболочек.

Анализ последних исследований и публикаций. Многообразие суще-
ствующих в литературе вариантов уточненных теорий оболочек создает за-
труднения в выборе и практическом применении конкретной теории. Обзор
этих вариантов дан в работе [1], в которой предложен эффективный RVR-
метод решения краевых задач определения напряженно-деформированного
состояния ортотропных оболочек произвольной гауссовой кривизны.
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Рисунок 1

Цель и постановка задачи. В настоя-
щей работе предлагается использование раз-
работанного в монографии [1] RVR-метода
для решения пространственных задач о на-
пряженно-деформированном состоянии ор-
тотропной сферической оболочки под дейст-
вием статической нагрузки.

Введем в срединной поверхности Ωs ра-
диуса R сферической оболочки толщины h
(рис. 1) систему координат {θ,φ,z}, где коор-
динатная линия z перпендикулярна Ωs. По-
верхность   оболочки   состоит   из    боковых
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поверхностей Гs (θ = θs) отверстий и лицевых Г± (z = ±h/2) поверхностей,
уравнения которых определяются функциями ωs и ω±.

Для исследуемой оболочки вариационное уравнение Рейсснера в системе
координат {θ,φ,z} представим в виде (при отсутствии объемных сил):
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Поверхностные интегралы в уравнении (1) отсутствуют в виду использо-
вания в предложенном RVR-методе структур решений, точно удовлетворяю-
щих всем краевым условиям исследуемых задач. Искомые компоненты пере-
мещений ui и напряжений σij представим рядами (при ζ = 2z/h):
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Рассмотрим сферическую оболочку с двумя полюсными круговыми от-
верстиями радиуса r0. Обозначим ( )[ ] 22112 θ+θ+ϑθ−θ=θ  при 1≤ϑ . С
введением безразмерной координаты ϑ функции ω1 и ω2, определяющие
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уравнения поверхностей Гs (s = 1,2) в случае равных отверстий можно заме-
нить (при переносе начала координат в сечение θ = π/2) одной функцией

21 ϑ−=ωϑ . Структуры решений (2) в этом случае приобретают вид:

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )[ ] ( ) ( ) ( )

( )[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )



































ζϕϑω+σ=σχ

ζϕϑω+σ=σχ

ζϕϑϑ−ω+σ=σχ

ζϕϑϑ−+σ=σχ

ζϕϑ+σ=σχ

ζϕϑϑ−+σ=σχ

ζϕϑϑ+=

ζϕϑϑ+=

ζϕϑϑ+=

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

−

= = =
ζ

∗

−

= = =
ζ

∗

−

= = =
ζ

∗

−

= = =

∗

−

= = =

∗

−

= = =

∗

−

= = =

∗

−

= = =

∗

−

= = =

∗

,P,rS,pCa

;P,rS,pCa

;P,rS,pCab1-1

;P,rS,pCab1-1

;P,rS,pCa

;P,rS,pCab1-1

;P,rS,pCab-1uu

;P,rS,pCab-1uu

;P,rS,pCab-1uu

1l

0k
k

m

0p

t

0r
3333

n
333333

2

1l

0k
k

m

0p

t

0r
2323

n
232323

1l

0k
k

m

0p

t

0r
1313

n
13

2
3k1313

1l

0k
k

m

0p

t

0r
1212

n
12

2
2k1212

1l

0k
k

m

0p

t

0r
2222

n
222222

1l

0k
k

m

0p

t

0r
1111

n
11

2
1k1111

1l

0k
k

m

0p

t

0r
33

n
3

2
3k33

1l

0k
k

m

0p

t

0r
22

n
2

2
2k22

1l

0k
k

m

0p

t

0r
11

n
1

2
1k11

33 33 33
33

23 23 23
23

13 13 13
13

12 12 12
12

22 22 22
22

11 11 11
11

3 3 3
3

2 2 2
2

1 1 1
1

(3)

где in
ia , ijn

ija  – искомые постоянные; Ci, Cij, Si, Sij – аппроксимирующие

функции; Pk(ζ ) – полиномы Лежандра; R2h1 ζ+=χ ; 21 ζ−=ω ζ .

Функции ∗
iu , ∗σij  в общем случае находятся по формуле “склейки” тео-

рии R-функций [2]. Постоянные bik необходимы, чтобы в каждой записи гра-
ничных условий на Гs не встречались взаимно соответственные величины из
искомых перемещений и напряжений.

Рассмотрим нагруженный постоянным внутренним давлением q0 орто-
тропный сферический пояс с геометрическими и физическими параметрами
(при разных значениях соотношения E2/E1): R = 0,6 м; θ1 = π/4; θ2 = 3π/4; q0 = 1
МПа; E1 = E3 = 20E0; G13 = E0; νij = 0,3; E0 = 1 ГПа.

В силу осесимметричного нагружения оболочки и симметричного распо-
ложения круговых отверстий

u2 = 0;   σ12 = 0   и   σ23 = 0,                                       (4)
поэтому аналитические выражения вариационного уравнения и структур
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решений для перемещений ui и напряжений σij значительно упрощаются.
Граничные условия на лицевых поверхностях оболочки:

.q;0:,0;0: 033133313 −=σ=σΓ=σ=σΓ −+                    (5)
Будем считать, что отверстия закрыты крышками такой конструкции, ко-

торая передает на оболочку только действие перерезывающей силы
2rqQ 00−=∗

θ , определяемой из условия равновесия крышки.
Граничные условия на поверхностях отверстий:

{ }.0b,0b;0 k3k1131311 ==⇒χσ=σ=σ ∗                        (6)

Функции ∗σ13  и ∗σ33  с учетом изменения метрики по толщине оболочки:
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Нетрудно убедиться в том, что на боковых поверхностях Гs отверстий
( 1±=ϑ ) поперечное касательное напряжение χσ=σ ∗

1313 , заданное законом
(7), статически эквивалентно приложенной в срединной поверхности инте-
гральной характеристике – перерезывающей силе ∗

θQ .

Численная реализация задач. На рис. 2 в зависимости от анизотропии
материала нетонкой (h/R = 0,2) оболочки показаны вдоль безразмерной коор-
динаты ( )[ ] 010 rRrr θ−θ+=θ  по меридиану оболочки графики распределе-
ния коэффициентов концентрации меридианных Rqh2k 011

−−
θ σ=  (при ζ = −1)

и окружных Rqh2k 022
++

ϕ σ=  (при ζ = 1) напряжений. Цифры 1,2,3,4, 5 возле
построенных графиков рис. 2 соответствуют значениям соотношения
E2/E1 = 4;2;1;0,5;0,25, а штриховой линией показан график для трансверсаль-
но-изотропной (E2/E1 = 1) оболочки.
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В численной реализации исследуемой краевой задачи использована
сдвиговая модель li = lij = 5 (при mi = mij = 15) уточненной теории оболочек
пятого приближения. Как следует из рис. 2, увеличение жесткости E2/E1 в ин-
тервале [0,25 ÷ 4] приводит в рассмотренных примерах к существенному из-
менению величин определяемых напряжений.

Выводы. Полученные результаты подтверждают возможность эффек-
тивного использования предложенного в монографии [1] RVR-метода при ис-
следовании напряженно-деформированного ортотропных сферических обо-
лочек с отверстиями. Средством проверки достоверности полученных резуль-
татов может стать программно реализуемый алгоритм [3] интегральной двой-
ственной оценки численных решений, позволяющий автоматизировать поиск
такого количества аппроксимаций, при котором процесс сходимости прибли-
женных решений для независимо варьируемых искомых перемещений и на-
пряжений приобретает устойчивый характер.
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ОПТИМИЗАЦИЯ ЭЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИЙ ПО
ПРОЧНОСТНЫМ И ДИНАМИЧЕСКИМ ХАРАКТЕРИСТИКАМ

В статті пропонуються методи оптимізації складних скінченноелементних моделей з високим
ступенем геометричної і фізичної інформативності; орієнтовані на великі розмірності векторів
перемінних стану і проектування, мінімальну кількість звертань до процедури прямого розраху-
нку. Досліджено обчислювальні етапи. Розглянуто застосування розробленого математичного
апарату.

Structural optimization methods of high both geometric and physical informational content are sug-
gested for complicated FEA models, especially with design variables vector of high dimension, to
minimize numbers of straight calculation procedure activation. Computational stages are investigated.
The developed mathematical apparatus application are examined.

Создание систем автоматизированного оптимального проектирования маши-
ностроительных конструкций способствует не только сокращению сроков, но и
повышению качества проектирования [1,2]. Разработка систем связана с примене-
нием теории и численных методов оптимизации для реальных задач проектирова-


