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дочка сердца [15-17], которые связаны некой общностью, а именно: кусочной
однородностью и гиперупругостью материала. Для исследования НДС рези-
нотехнических изделий применялся потенциал Муни-Ривлина (6), для модели
левого желудочка сердца – (10).
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ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ R-ФУНКЦИЙ К ИССЛЕДОВАНИЮ
НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ КОМПОЗИТНЫХ ПЛАСТИН
СЛОЖНОЙ ФОРМЫ

Розглядається задача про нелінійні вільні коливання композитних багатошарових пластин скла-
дної форми, при різних способах закріплення. Математична постановка задачі розглядається в
рамках теорії типу Тимошенко. Розв'язання задачі виконано за допомогою теорії R-функцій, ва-
ріаційних методів і метода Бубнова-Гальоркіна. Наведено порівняння одержаних результатів для
композитної пластини, з відомими результатами, що свідчить про вірогідність запропонованого
методу.
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The problem of nonlinear free vibrations of composite laminated plates with complex planform and dif-
ferent boundary conditions is considered. The mathematical statement of the task is carried out using
the Timoshenko type theory. The problem was solved by the R-function theory, varitional methods and
the Bubnov-Galyorkin method. The comparison of obtained results for composite plate, with known re-
sults is carried out, that confirms effectiveness and reliability of the offered method.

Нахождение амплитудно-частотных характеристик (АЧХ) и исследова-
ние их поведения при различных граничных условиях, для многослойных
пластин является одной из актуальных проблем нелинейной динамики компо-
зитных пластин. Обзор литературы показывает, что для пластин сложной
планформы этот вопрос изучен недостаточно. В настоящей работе для реше-
ния данной задачи предлагается алгоритм, который базируется на теории R-
функций [1], вариационных методах и методе Бубнова-Галеркина. С помо-
щью предложенного подхода изучено влияние геометрии, граничных усло-
вий, вида материала слоев пластины на АЧХ.

Постановка задачи. Рассматривается задача о нелинейных колебаниях
многослойных пластин постоянной толщины h, в рамках уточненной теории
типа Тимошенко. В соответствии с этой теорией, уравнения движения [3]
многослойной пластины представляются в виде:
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где u, v, w – перемещения точек координатной поверхности; ψx, ψy – углы
поворота прямолинейного элемента [3], а дифференциальные операторы Lij,
Nli (i,j = 1,2,3,4,5) имеют вид:
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здесь Cij, Dij – приведенные жесткостные характеристики [2] ki (i = 4,5) –
коэффициенты сдвига.

Система дифференциальных уравнений (1) – (5) дополняется соответст-
вующими граничными, а также начальными условиями вида:
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Метод решения. На первом этапе выполняется решение линейной зада-
чи о колебаниях многослойной пластины с помощью теории R-функций [1] и
вариационных методов. Такой подход позволяет находить собственные функ-
ции в аналитическом виде, которые на последующих этапах используются как
базисные.

Например, с помощью основного собственного вектора линейной задачи
искомое решение может быть представлено в виде:
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где ψx1(x,y), ψy1(x,y), w1(x,y) – компоненты собственного вектора соответст-
вующего основной собственной частоте ωL, а функции u2(x,y), v2(x,y) являются ре-
шением задачи теории упругости, в предположении, что силами инерции в урав-
нениях (4), (5) можно пренебречь. Вариационная постановка задачи теории упру-
гости сводится к нахождению минимума следующего функционала:
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где lvmuVmvluU nn 222222 , +−=+= . При численной реализации на-
правляющие косинусы ml,  нормали к границе области Ω удобно заменить

как 
x

l
∂
∂−= ω , и 

y
m

∂
∂−= ω , где ω(x,y) = 0 – нормализованное до первого по-

рядка [1] уравнение границы области.
Дискретизацию функционала будем осуществлять также с использовани-

ем метода Ритца и теории R- функций.
После подстановки (7) в уравнение (3) и применения процедуры Бубуно-

ва-Галеркина задача сводится к обыкновенному нелинейному дифференци-
альному уравнению:
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Выражение Nl1 имеет следующий вид:
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На последнем этапе выполняется решение уравнения (2.1) с начальными
условиями (1.6). Для этого использован метод Бубнова-Галеркина. В резуль-
тате чего получена зависимость между отношением нелинейной частоты к
линейной и амплитудой в следующем виде:

2
4
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L

N ⋅+= β
ω
ω .
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Рисунок 1

Численные результаты. Численная
реализация предложенного подхода вы-
полнена в рамках системы POLE-RL [1].
Для проверки достоверности разработан-
ного программного обеспечения было вы-
полнено сравнение полученных результа-
тов с известными в литературе. Ниже
предложенный подход использован для
исследования двухслойных пластин со
сложной формой плана (рис. 1). Способ
укладки слоев определяется отношением:
1 тип – (450/-450);      2 тип – (00/900).

Геометрические характеристики b/a = 1; h/2a = 0,001; a2/2a = 0,3. Пред-
полагается, что пластина может быть изготовлена из материалов двух видов
(G12 = G23 = G13):

– материал 1: ;3,0;31;10 1221221 =ν== EGEE
– материал 2: 25,0;5,0;40 1221221 =ν== EGEE .
При этом рассмотрены различные способы закрепления пластины:
1-й способ закрепления соответствует граничным условиям:
w = 0; Mn = 0; ψτ = 0, где n и τ – нормаль и касательная к границе области ∂Ω.
2-й способ – w = 0; ψx = ψy = 0.
На рис. 2 приведены АЧХ для различных значений параметра b2: b2/2a = 1

(кривая L2), b2/2a = 0,49 (кривая L3), b2/2a = 0,45 (кривая L4). На рисунке видно, что
при уменьшении глубины вреза соответствующие кривые стремятся к кривой для
квадратной пластины L1. Данный факт, а также сравнение полученных результатов
с известными [4] для квадратной пластины (кривая L1) использован для подтвер-
ждения достоверности предложенного метода.

На рис. 3 приведены АЧХ соответствующие второму типу укладки слоев
и второму способу закрепления границы области. При этом рассмотрены два
типа материала.

Кривая L2 соответствует значению b2/2a = 0,45 и материалу 1; L3 –
b2/2a = 0,45, материалу 1; L5 – b2/2a = 0,45, материалу 2; L6 – b2/2a = 0,45, ма-
териалу 2.

Как видно из рис. 3 при уменьшении глубины вреза bb →2  АЧХ стре-
мятся к АЧХ для квадратной пластины (кривые L1, L4), что и показано на ри-
сунке. Этот факт также подтверждает достоверность предложенного метода.

Заключение. В работе впервые в рамках уточненной теории Тимо-
шенко с помощью теории R-функций решены задачи о геометрически не-
линейных колебаниях многослойных пластин имеющих сложную форму
плана и разные способы закрепления. С помощью данного метода прове-
дено исследование влияния геометрии пластины на амплитудно-
частотные характеристики.
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Рисунок 2 – АЧХ соответствующие граничным условиям 1, типу материала 1,
способу укладки слоев1

Рисунок 3 – АЧХ соответствующие граничным условиям 2, способу укладки слоев2
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