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уравнений небольшого порядка, равного числу двойных узлов. Эффектив-
ность методики может быть существенной при решении последовательности
контактных задач, характерных для динамических расчетов.

Применение методики показано при решении задачи о деформировании
вала с трещиной под действием веса при его медленном вращении.
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К ПРОЩЕЛКИВАНИЮ ПОЛОГИХ АРОК

У роботі проведено чисельне моделювання динамічної поведінки положистої арки в процесі
прощиглення. Для моделювання використовувався метод сіток та процедура чисельного інтегру-
вання.

The snap-through motions of shallow arch are simulated in this paper. Net method and direct numerical
integrations are used to study snap-through motions.

1. Состояние и актуальность темы. Пологие арки используются в
строительстве, машиностроении, аэрокосмической технике как составные
части более сложных конструкций. Арки часто используются в электромеха-
нических системах. Пологие арки могут использоваться как элемент, изоли-
рующий от вибраций, и как гаситель колебаний [1, 2, 3].

Много усилий было предпринято для исследования статики и динамики
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пологих арок. Тимошенко рассматривал шарнирно-опертую синусоидальную
арку под действием распределенной поперечной нагрузки [4]. Он определил
величину критической загрузки, которая приводит к прощелкиванию. Динник
и Григолюк [5, 6] прощелкивание пологих арок представляли в виде суперпо-
зиции симметричной и асимметричной моды. Фанг и Каплан [7] обобщили
результаты статического анализа пологих арок на случай произвольных попе-
речных сил, включая сосредоточенные нагрузки. Одни из первых исследова-
ний по анализу динамики прощелкивания пологой арки представлены в рабо-
тах [8, 9]. В частности, достаточные условия устойчивости и неустойчивости
пологих арок под действием статических нагрузок выведены в [8]. Ханг [10] рас-
сматривал асимметричные движения прощелкивания пологих арок под действием
высокочастотных нагрузок. Он высокочастотные движения прощелкивания разде-
лял на быстрые и медленные движения. В монографии [11] представлена асимпто-
тическая процедура для анализа движений прощелкивания.

В этой статье используется прямое численное моделирование с помощью
конечных разностей нелинейного интегро-дифференциального уравнения в
частных производных. Такой анализ позволяет исследовать явление прощел-
кивания пологой арки между несколькими положениями статического равно-
весия. Цель такого расчета является выявление форм колебаний, которые
принимают участие в динамическом прощелкивании пологой арки.

В основном, при исследовании явления прощелкивания пологой арки
динамической модели принудительно навязываются колебания по одной, или
двум балочным формам. Однако, прощелкивание описывается существенно
нелинейным уравнением в частных производных и, конечно, не всегда может
быть представлено в виде конечной суммы балочных функций.

2. Постановка задачи и метод ее решения. Рассмотрим пологую арку,
представленную на рис. 1. Ее свободные колебания описываются следующим не-
линейным интегро-дифференциальным уравнением в частных производных:
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где EI – жесткость балки на изгиб; y(x,t) – прогиб балки; H – продольная сила
(распор); A – площадь поперечного сечения; y0(x) – начальная погибь арки.

В этой работе будет исследоваться прощелкивание арки между тремя по-
ложениями статического равновесия. Поэтому амплитуды колебаний арки со-
измеримы с радиусом инерции поперечного сечения.

Для дальнейшего анализа введем безразмерные переменные и параметры:
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Рисунок 1 – Пологая арка

Тогда динамическая система (1) примет следующий вид:
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ε r=  r – радиус инерции поперечного сечения.

В этой статье рассматривается шарнирно опертая арка и защемленная с
обоих концов арка. При исследовании шарнирно опертой балки начальная по-
гибь берется в виде:
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В анализе динамики защемленной арки начальная погибь принимается в

виде:
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где 730,41 =λ ; K3, K4 – функции Крылова [12].
Для решения краевой задачи используем метод конечных разностей.

Введем сетку по пространственной координате ξ с постоянным шагом h.
ihi =ξ ;     )( ii uu ξ= .                                             (6)

Для каждого внутреннего узла (i = 1…n) составим разностное уравнение,
заменив в точке с координатой ξi производные, входящие в уравнение движе-
ния разностными соотношениями:
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Для приближенного вычисления интеграла, входящего в уравнение (3),
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воспользуемся формулой трапеций. Подставив выражения для производных и
начальной погиби в уравнение (3) получим систему n  обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений:
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Полученная система уравнений дополняется граничными условиями. Для

шарнирно опертой арки граничные условия таковы:
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Для защемленной с обоих концов арки граничные условия принимают
следующий вид:
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Дискретная динамическая система, описывающая прощелкивание поло-
гой арки с начальной погибью (4), имеет следующий вид:
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Динамическая система (7) с ε = 0,02 численно интегрировалась методом
Рунге-Кутта. При анализе колебаний шарнирно опертой арки начальные усло-
вия для численного интегрирования выбирались в следующем виде:

1) ,)2sin()sin()0( 21 iiiu ξθξθ +=    ,0)0( =iu    21 =θ ,   02 =θ ;
2) ,)2sin()sin()0( 21 iiiu ξθξθ +=    ,0)0( =iu   024,01 =θ ,   263,12 =θ ;
3) ,0)0( =iu    ,)0( 1θ=iu    21 =θ .
Как показали результаты численного интегрирования, в случае 1 в прощел-

кивании принимает участие только первая форма колебаний шарнирно опертой
балки. Динамическое поведение системы для случаев 2, 3 представлено на рисун-
ках 2, 3 соответственно. Как видно из рисунков в случае 2 в колебания арки при-
нимают участие только первая и вторая формы колебаний. В случае 3 в колебани-
ях арки участвуют большое число форм свободных колебаний.

Для защемленной с двух сторон арки начальные условия для интегриро-
вания выбирались в следующем виде:
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τ = 0                                                               τ = 0,7

τ = 0,77                                                      τ = 0,79

τ = 0,795                                                τ = 0,8

τ = 0,81                                             τ = 0,83
Рисунок 2 – Формы свободных колебаний шарнирно опертой арки
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τ = 0,85                                                   τ = 1

τ = 2                                                        τ = 2,35

τ = 2,38                                                        τ = 2,4
Продолжение рис. 2
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τ = 0,5                                                            τ = 0,6

τ = 0,8                                                              τ = 1

τ = 1,2                                                           τ = 2,1
Рисунок 3 – Формы свободных колебаний шарнирной арки
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τ = 2,4                                                           τ = 2,6

τ = 2,7                                                             τ = 2,8

τ = 2,9                                                         τ = 2,98

τ = 3,1                                                             τ = 4,4
Продолжение рис. 3
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τ = 0                                                                   τ = 2

τ = 3,7                                                            τ = 3,9

τ = 4                                                           τ = 4,8
Рисунок 4 – Формы свободных колебаний жестко защемленной арки
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τ = 1                                                                          τ = 6,97

τ = 6,99                                                                     τ = 6,99

τ = 7                                                                         t = 7,05
Рисунок 5 – Формы свободных колебаний жестко защемленной арки



78

4) ,22cos2sin2)0( 1
1

1
1

1
1

1
iiiii l

chC
l

shB
l

A
l

u ξλξλξλξλ +++=    0)0( =iu ;

5) ,0)0( =iu    iiiii l
chC

l
shB

l
A

l
u ξλξλξλξλ 1

1
1

1
1

1
1 cossin)0( +++= .

На рисунках 4, 5 представлено динамическое поведение системы для
случав 4 и 5 соответственно. Как видно из этих рисунков в колебаниях систе-
мы принимает участие большое число форм свободных колебаний защемлен-
ного с двух сторон стержня.

3. Заключение. Из проделанного численного анализа можно сделать
следующие выводы. При колебаниях защемленной с двух сторон арки в дви-
жение чаще всего вовлекается большое число форм свободных колебаний за-
щемленного с двух сторон прямого стержня, если начальные перемещения и
начальные скорости задаются по первой форме колебаний защемленного с
двух сторон стержня. Если арка с двух сторон шарнирно оперта, то вовлече-
ние мод шарнирно опертого стержня выше второй при задании начальных
скоростей и начальных перемещений по первым двум формам колебаний
прямого шарнирно опертого стержня является редкостью. Поэтому при ис-
следовании движений прощелкивания представление колебаний в виде конеч-
ного разложения по формам собственных линейных колебаний соответст-
вующего прямого стержня возможно только для шарнирно опертого с двух
сторон стержня. Если при исследовании прощелкивания пологой арки приме-
няется разложение по собственным формам, необходимо дополнительное
прямое численное интегрирование для подтверждения результатов.
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