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Это позволяет использовать экономичную (с точки зрения количества степеней
свободы) пластинчато-стержневую модель фундамента в системе ТФО при много-
корпусном турбоагрегате.
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ТРЕХМЕРНЫЙ МКЭ В РАСЧЕТАХ КОЛЕБАНИЙ
ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ТЕЛА

Побудовані рівняння коливань тіла, що обертається. Застосовано метод скінченних елементів в рухомій
разом с тілом системі координат. Досліджено структуру матриць в рівняннях та окремі випадки виро-
дження рівнянь.

The equations of vibrations of a rotating body are developed. The finite element method in the coordinate system
which is moving together with a body is used. The matrix structures into the equations and particular cases of
degeneracy of the equations are considered.

Введение. Практические представления о вращающихся элементах или узлах
машин обычно связываются с валами передаточных механизмов или роторами
энергомашин. Колебания валов (роторов) являются значительной проблемой ма-
шиностроения, которая во многом уже исследована и решена. Исследования в об-
ласти динамики валов имеет большую историю и огромное число публикаций, в
которых основополагающее место занимают работы Ф.М. Диментберга [1]. Из
проблем динамики валов следует отметить задачи определения критических час-
тот; установившихся и неустановившихся колебаний, связанных с переходом через
критические частоты; автоколебаний; влияния характеристик упруговязких опор и
сил внешнего и внутреннего трения на колебания, а также задачи колебания валов
с дефектами и выявление этих дефектов по изменившимся вибрационным харак-
теристикам, относящиеся к вибрационной диагностике. Преимущественно при
теоретических исследованиях использованы стержневые модели, во многих случа-
ях достаточно адекватные реальным конструкциям и поставленным исследова-
тельским задачам.

В последнее время задачам вибрационной диагностики повреждений роторов
уделяется значительное внимание, что вызвало значительный поток публикаций по
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этому направлению [2-4]. Однако возможности стержневых моделей весьма огра-
ничены при моделировании таких явлений как "дыхание" трещины в роторе. Кро-
ме этого для коротких роторов проблематично использование самой модели
стержня, а также эта модель неприемлема при определении параметров динамиче-
ского НДС в роторах у дисков или в других местах резкого изменения формы.

В связи с этим представляется важной возможность моделирования колеба-
ний тела произвольной формы, совершающих вращательное движение. В практи-
ческих случаях тела, испытывающие вращение, как правило, имеют осесиммет-
ричную форму. В общем, трехмерном, случае необходимо применение численного
метода, а наиболее подходящим в этом отношении является МКЭ. Задачей данной
работы является получение и исследование уравнений колебаний вращающихся
тел при применении трехмерного МКЭ.

Уравнения колебаний. При рассмотрении колебательного движения вра-
щающегося тела необходимо отделить от общего движения точек тела его враща-
тельную, переносную составляющую. Для этого следует ввести подвижную систе-
му координат, жестко связанную с телом и вращающуюся вместе с ним. Вводимая
система координат показана на рисунке, где x', y', z' – неподвижная, x, y, z – под-
вижная системы координат, причем z(z') – ось вращения тела и z = z', φ = ωt, а ω –
угловая скорость вращения. Следует отметить, что при использовании стержневой
модели, когда ось стержня лежит на оси вращения z, применение подвижной или
неподвижной систем координат особых преимуществ не имеет, исключая отдель-
ные случаи, например вал двоякой жесткости [5]. Таким образом, вектор переме-
щений тела u(x,y,z) определяется во вращающейся системе координат.

Для получения уравнений колебаний используется принцип Даламбера, сво-
дящий рассмотрение движения тела к кинетостатическому состоянию, а затем ва-
риационный принцип Лагранжа стационарности состояния равновесия. Вариаци-
онное условие стационарности функционала Лагранжа на действительном пере-
мещении имеет вид

δФ = δП – δА = 0,                                             (1)
где Ф – потенциальная энергия системы, П – энергия деформации тела, А – работа
внешних сил. Для кинетостатического состояния в выражении работы внешних
сил добавляется работа сил инерции, которые определяются абсолютными уско-
рениями точек тела
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w = wr + we +wc                                                (2)
где w, wr, we, wc – соответственно абсолютное, относительное, переносное и ко-
риолисово ускорения.

Составляющие ускорения в формуле (2) определяются следующими выраже-
ниями:

– относительное ускорение в подвижных осях с ортами i, j, k
kjiuw zyx uuu ++==r ;                                          (3)

– ускорение переносного вращательного движения
jijiw yx

22 uuyx 22
e ωωωω −−−−= ,                              (4)

причем первые два слагаемые постоянны, а вторые переменны и зависят от пере-
мещений;

– кориолисово ускорение
jivωwc xy uu ω2ω2],[2 −−=−= ,                                 (5)

где },,{ zyx uuuv  – скорость точек тела в подвижных координатах.
Построение решения (1) выполняется с применением конечноэлементных

аппроксимаций перемещений u, скоростей v и ускорений w тела
∑=
i

ii zyxNt ),,()(uu ;      ∑=
i

ii zyxNt ),,()(uv ;

∑=
i

ii zyxNt ),,()(uw ,                                            (6)

где iii ,, uuu  – перемещения, скорости, ускорения в узлах конечного элемента
(КЭ); Ni – функции формы КЭ.

Определение вариаций δП, δА при аппроксимациях (6) составляет стандарт-
ную процедуру МКЭ дискретизации задачи. При этом приходят к матричным со-
отношениям, в частности для вариации энергии деформации

( ) TuuK δ=Πδ ][ ,
где [K] – матрица жесткости тела.

Возникающие отличия определяются частью работы внешних сил, вызван-
ной инерционными силами. Работа этих сил Ain на возможном перемещении в объ-
еме v КЭ равна

v
v

din uw δ⋅∫−= ρδA ,                                              (7)

а с учетом (2) представима в виде
δАin=δАr+δАe+δАc,                                             (8)

где соответственно δАr, δАe, δАc, – работы, относящиеся к относительной, пере-
носной и кориолисовой составляющим абсолютного ускорения.

Подставляя формулы (6) в (3)-(5), а затем в (7), (8), получим следующие вы-
ражения для работ на КЭ

∑∑ ++−=
i k

kzizkyiykxixikr uuuuuum )δδδ(δA ,

)δδ(ω)δδ(ωδA 22
kykykxkx

k
kyiykxixik

i k
e uPuPuuuum +++= ∑∑∑ ,              (9)
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∑∑ −=
i k

kyixkxiyikc uuuum )δδ(ω2δA ,

где v
v

dNNm kiik ∫= ρ ; v
v

dxNP kkx ∫= ρ ; v
v

dyNP kky ∫= ρ .

Суммируя (9) по КЭ получим работу сил инерции тела, которую следует
учесть в вариационном уравнении (1). Систему разрешающих уравнений в мат-
ричном виде получим, приравнивая в (1) величины при вариациях узловых пере-
мещений },,{ kzkykxk uuu δδδδu , причем каждому узлу отвечает три уравнения дви-
жения. В итоге уравнения колебаний вращающегося тела в связанной с ним систе-
ме координат могут быть представлены в следующем матричном виде

PuMKuMuM 2
2

1
2 ω])[ω]([]ω[2][ =−+− .                         (10)

Рассмотрим структуру матриц [M], [M1], [M2], которые формируются эле-
ментами mik формул (9), причем заметим, что матрица [M] является стандартной
матрицей масс тела. Подматрицы размером 3×3, соответствующие трем строкам k-
го узла и трем столбцам i-го узла для матриц [M], [M1], [M2], имеют вид
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Структура подматриц [M]ki, [M1]ki – симметрична, а [M2]ki – антисимметрич-
на. Соответственно этому матрицы [M], [M1] являются симметричными, а матрица
[M2] – несимметричной (антисимметричной). Отметим, что численное решение
начальной задачи для уравнения (10), которое обычно выполняется с применением
разностной схемы [6], предусматривает обращение так называемой эффективной
матрицы жесткости, составленной из матриц исходного уравнения. В связи с этим
десимметризация исходных матриц существенно повышает трудоемкость числен-
ного интегрирования уравнения (10).

Уравнение (10) при 0=ω  приобретает стандартный вид уравнений движения
тела при дискретизации МКЭ [6], а для стационарного состояния ( 0==uu ) пере-
ходит в уравнения равновесия тела под действием центробежных сил. Вектор пра-
вой части уравнения (10) обусловлен центробежными силами, причем, если глав-
ный вектор этих сил в произвольном сечении тела равен нулю, то небаланс отсут-
ствует. В противном случае имеет место небаланс распределения массы тела отно-
сительно оси z. В равновесном состоянии при отсутствии небаланса тело испыты-
вает радиальное растяжение. При этом перемещения точек малы по отношению к
радиусам-векторам в сечении, перпендикулярном оси z, а вследствие этого матри-
цей ω2 [M1] в (10) можно пренебречь в сравнении с матрицей жесткости [K]. В
случае небаланса, а также при существенной изгибной податливости тела относи-
тельно оси z (характерно для протяженных вдоль оси z тел с большими промежут-
ками между опорами) реализуется состояние прецессии. При этом НДС тела мож-
но рассматривать как комбинацию радиального растяжения и изгиба, а в уравне-
нии (10) все матрицы при векторе перемещения u сохраняются.

Внешние силы должны быть добавлены в правую часть (10), причем с учетом
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переменности направлений осей x, y, например вес тела в этих осях становится пе-
ременной нагрузкой.

Уравнения (10), полученные для общего трехмерного случая, по виду корре-
лируют с уравнениями колебаний во вращающейся системе координат, получен-
ными в простом случае для стержня с точечной массой [5].

Заключение. В трехмерной постановке получено матричное уравнение МКЭ
колебаний вращающегося тела в подвижной системе координат, связанной с те-
лом. Матрицы масс, входящие в уравнение, имеют как симметричную, так и не-
симметричную структуру. Рассмотрены частные примеры вырождения уравнения
в известные случаи.

Полученные уравнения могут быть использованы для исследования колеба-
ний вращающихся конструкций, где не применимы стержневые модели, в частно-
сти для роторов, содержащих трещины.
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ВЕСОВАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ РОТОРОВ ЦЕНТРИФУГ ПРИ
ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ И ПРОЧНОСТНЫХ ОГРАНИЧЕНИЯХ

Розв'язується задача мінімізації маси ротора центрифуги. Змінюється його геометрія в заданих границях
при обмеженні на максимальне еквівалентне напруження. Використовується квазіньютонівський метод
оптимізації, для якого необхідний градієнт цільової функції та нелінійних обмежень. Лінійні обмеження
враховуються шляхом зменшення кроку одновимірного пошуку. Задача аналізу розв'язується за допомо-
гою МСЕ, використовується двовимірний осесиметричний скінченний елемент трикутного перерізу.
Градієнти цільової функції на нелінійних обмежень знаходяться аналітично, без чисельного диференці-
ювання. Наведений приклад.

The minimization problem for masse of rotor of centrifuge is solved. It's geometry changes in the defined limits
with restriction on maximal equivalent stress. A quazi-Newton optimization method is used, for which it's neces-
sary the gradient of the objective function and nonlinear restrictions. Linear restrictions are considered by reduc-
tion of a step of 1D search. The analysis problem is solved by FEM, 2D axisymmetrical finite element of trian-
gular intersection is used. Gradients of the objective function and nonlinear restrictions is found analytically,
without numerical differentiation. The example is presented.

1. Постановка задачи. Ротор центрифуги представляет осесимметричную
конструкцию [1]. На рис. 1 показано его сечение. Конструктивно ротор состоит из
трех частей: днища, обечайки и крышки. При работе в него загружается фугуемый
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