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щенных данных для пластин с сосредоточенными массами является эффектив-
ным и устойчивым к погрешностям. Возможность учета сосредоточенных масс
является важным элементом, улучшающим соответствие модели реальным ме-
ханическим системам.
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ПОЛЗУЧЕСТЬ И ПОВРЕЖДАЕМОСТЬ КОНСТРУКЦИЙ
ПРИ НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОМ НАГРУЖЕНИИ

Розглянута математична модель неізотермічної повзучості для випадку анізотропної пошкоджува-
ності. Для описання анізотропної поведінки пошкоджуваності використовується тензор 2-го ран-
гу. Введено у розгляд вектори неспіввісності між напруженням та деформацією повзучості та
швидкістю деформації повзучості для виявлення анізотропної поведінки пошкодження.

А mathematical model of nonisothermic creep for anisotropic damage case is considered. A second range
tensor is used for description damage. Vectors of axis misadjustment between stress and creep strain and
creep strain rate are considered for the purpose of anisotropic damage behaviour detection.

Сложные виды нагрузки и переменная температура – основные условия
работы большинства инженерных конструкций. В результате этого в конструк-
циях возникает деформация ползучести, сопровождающаяся зарождением и
развитием микротрещин, пустот, которые носят название повреждаемости. В
общем случае повреждаемость носит анизотропный характер, что требует вве-
дения для ее описания тензорной величины.

Для решения задачи ползучести с учетом повреждаемости необходимо
записать основные соотношения для скоростей деформации ползучести и по-
вреждаемости и дополнить их экспериментальными данными. В случае изо-
тропной повреждаемости это должны быть эксперименты на одноосное на-
пряженное состояние, а в случае анизотропной повреждаемости – это экспери-
менты на  многоосное напряженное состояние. Недостаточное количество экс-
периментальных данных на многоосное напряженное состояние, в виду слож-
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ности их проведения, сильно затрудняет решение задачи на анизотропную ползу-
честь с учетом повреждаемости. В настоящее время не существует единой универ-
сальной модели, способной адекватно описывать реальные процессы, протекаю-
щие в конструкциях в условиях сложных нагрузок и переменных температур.

1. Анализ проблемы и постановки задачи ползучести с учетом по-
вреждаемости. Качановым [1] впервые был введен в рассмотрение, так назы-
ваемый, параметр сплошности ψ в следующем виде:

0

0

A A
A

ωψ
−

= ,                                                  (1)

где А0 – начальное поперечное сечение образца, Aω – поперечное сечение
образца с повреждаемостью. Значение параметра сплошности лежит в преде-
лах 1 ≥ ψ ≥ 0. В случае повреждаемости ψ = 0, в неповрежденном состоянии
ψ = 1.

Позже данная концепция была расширена введением скалярной величины
повреждаемости ω:

ω = 1 − ψ,                                                    (2)
Работнов [2] дополнил данную теорию введением эффективного напря-

жения, которое учитывает уменьшение площади поперечного сечения, вызван-
ного ростом повреждаемости в случае одноосного напряженного состояния.
Таким образом, эффективное напряжение может быть представлено как соот-
ношение приложенной силы F к эффективной площади 0А А Аω= − :

0 (1 ) (1 )
F F

AA
σσ

ω ω
= = =

− −
.                                     (3)

Для постановки задачи ползучести с учетом повреждаемости необходимо
записать основные соотношения для скорости деформации ползучести и по-
вреждаемости.

Традиционной моделью для описания изотропной ползучести с учетом
повреждаемости является модель Качанова-Работнова-Хэйхерста [13]. Она хо-
рошо подходит для описания поведения материала в случаях одноосного и
многоосного напряженных состояний и приемлема для всех трех стадий пол-
зучести. Учет влияния переменной температуры осуществляется с помощью
функций Аррениуса (6). В случае многоосного напряженного состояния ос-
новные соотношения теории ползучести имеют вид:
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где А, B, C, k, l, m, n – константы ползучести материала, ij
ωε  – компоненты

тензора скорости деформации ползучести (i,j = 1,2,3), S и Sij девиатор напря-
жений и его компоненты (i,j = 1,2,3) соответственно, eq

ωσ  – эквивалентное на-
пряжение, σ1 – максимальное главное напряжение, α – весовой коэффициент,
описывающий влияние главного напряжения на развитие повреждаемости [4].
Значение данного коэффициента определяется из экспериментальных данных.
Функция упрочнения ( )eqH ωε , представленная в виде (7), используется для
описания первой стадии ползучести. Qα, Qβ – энергии активации процессов
ползучести и повреждаемости соответственно, R – постоянная Больцмана.

Эквивалентное напряжение, входящее в уравнения (4) и (5), в случае мно-
гоосного напряженного состояния, может быть представлено в следующем ви-
де, предложенном Хэйхерстом [6]:

0 1 2( ) 3 ( ) (1 ) ( )eq J J Jωσ α σ β σ α β σ= + + − −                              (8)
или

1 3 ,eq eqb cωσ ασ σ σ= + +                                          (9)
где α, β, a, b, c – некоторые константы, J0, J1, J2 – линейный, квадратич-

ный и кубический инварианты тензора напряжений, σ1 – главное максимальное
напряжение, σ – среднее напряжение, σeq – эквивалентное напряжение по Ми-
зесу. В случае упрощения выражения (8), а именно при β = 0, получаем сле-
дующее выражение для эквивалентного напряжения:

1 (1 ) .eq M
ω

υσ ασ α σ= + −                                       (10)
Легко заметить, что процесс ползучести с учетом повреждаемости управ-

ляется двумя видами напряжений – максимальное главное напряжение и экви-
валентное напряжение по Мизесу.

Основные соотношения (4) и (5) должны быть дополнены условием не-
сжимаемости в следующем виде:

0; 0 0.eq eq eq eq eqдля дляω ω ω ω ωσ σ σ σ σ= > = ≤                      (11)
Изотропная ползучесть с учетом повреждаемости может рассматриваться

как частный случай анизотропной, и подходит для описания поведения неко-
торых материалов в условиях простого напряженного состояния. В общем слу-
чае, для описания реальных процессов ползучести с учетом повреждаемости,
возникающих в конструкциях в условиях сложных нагрузок с переменными
температурами, необходимо использование анизотропной модели.

2. Анизотропная модель ползучести с учетом повреждаемости. В на-



51

стоящее время не существует единой феноменологической модели для описа-
ния анизотропного поведения ползучести с учетом повреждаемости. Это вы-
звано ограниченным количеством экспериментальных данных, необходимых
для подтверждения существования той или иной модели.

Большинство из существующих моделей анизотропной ползучести с уче-
том повреждаемости основаны на концепции эффективных напряжений и
представлении повреждаемости в виде тензора 2-го, 4-го и в некоторых случа-
ях 8-го порядка [4, 8, 9].

Для избежания трудностей при использовании тензора 4-го ранга, осно-
вываясь на экспериментальных данных Мураками и Оно [4] была разработана
теория ползучести сплошной среды. Авторы описали повреждаемость с помо-
щью симметричного тензора 2-го ранга. Данный тензор определяет соотноше-
ние между нормалью произвольной площадки с поврежденностью и нормалью
площадки без поврежденности в случае эффективного напряженного состоя-
ния:

( ) ,ij ij i iI n A n Aδ δ−Ω =                                         (12)
где I – единичный тензор 2-го ранга, Ω – симметричный тензор повреж-

даемости 2-го ранга.
Используя диадное разложение:
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Ω = Ω ⊗∑                                             (13)

Использование симметричного тензора повреждаемости необходимо для
сохранения симметрии тензора действующих напряжений.

Мураками и Оно [4] была предложена следующая интерпретация тензора
эффективных напряжений:

[ ] 11 ( ), 1 .
2

гдеσ σ σ −= ⋅Φ +Φ ⋅ Φ = −Ω                          (14)

В частном случае, когда главные направления тензоров напряжения и по-
вреждаемости совпадают, компоненты действующего тензора напряжений
принимают вид:
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Результаты металлографических исследований материалов [4, 5] показы-
вают, что пустоты, вызванные ползучестью с повреждаемостью, развиваются в
основном на границах зерен перпендикулярно главных растягивающим напря-
жениям. Таким образом, используя предположение, что скорость образования
пустот управляется величиной эффективного напряжения и развитие пустот
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происходит на площадках перпендикулярных направлению максимального
растягивающего эффективного напряжения σ1, имеем следующие соотноше-
ния, аналогично выражениям (10) и (11):

1 (1 ) ,eq Mυσ ασ α σΩ = + −

0; 0 0.eq eq eq eq eqдля дляσ σ σ σ σΩ Ω Ω Ω Ω= > = ≤
(16)

Моделирование процесса накопления повреждаемости для различных ма-
териалов – основная задача в решении проблемы анизотропной ползучести с
учетом повреждаемости.

Рассмотрим модель описания развития анизотропной повреждаемости,
предложенную Мураками и Оно [4]:

[ ]1 1 1 1 1( ) ,lk
eqB n n n nσ ΩΩ = ⋅Φ ⋅ ⊗                                (17)

где n1 – главное направление, которое соответствует первому главному
напряжению σ1.

С целью лучшего согласования экспериментальных и теоретических ре-
зультатов теми же авторами было предложено ввести модифицированный тен-
зор напряжений, который в неповрежденном состоянии должен совпадать с
(14):

2 21 1ˆ ( ) (1 )( ),
2 2s s s sσ α σ β σ σ α β σ σ= + ⋅Φ +Φ ⋅ + − − ⋅Φ +Φ ⋅         (18)

где αs, βs – константы материала. Выражение (18) основывается на пред-
положении, что в рассматриваемом материале, исследуемая часть поврежден-
ной площади сечения мала.

Основные соотношения для скоростей деформации ползучести и повреж-
даемости с учетом модифицированного тензора напряжений (18) можно пред-
ставить в виде:
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                 (19)

где Ŝ  – девиаторная часть тензора напряжений.
Определяющие соотношения (17) и (19) должны быть дополнены экспе-

риментальными данными на ползучесть материалов при многоосном напря-
женном состоянии, необходимыми для определения констант ползучести, вхо-
дящих в данные соотношения.

3. Вектор несоосности между напряжением и деформацией. Для раз-
решения проблемы анизотропной ползучести с учетом повреждаемости необ-
ходимо иметь экспериментальные данные при сложном нагружении, напри-
мер, непропорциональном. Но даже при наличии таких данных достаточно
сложно создать модель, приемлемую для описания поведения повреждаемости,
возникающей в конструкциях, работающих в условиях сложных нагрузок и пе-
ременной температуре.

Рассмотрим один из возможных способов выявления анизотропии повре-
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ждаемости, возникающей в материале, в частности, при двухосном напряжен-
ном состоянии.

При многоосном напряженном состоянии основные соотношения ползу-
чести могут быть представлены в виде, предложенном в [11].

На рис. 1 представлена тонкостенная труба, находящаяся под воздействи-
ем растягивающей силы F и крутящего момента M. Тензоры деформации пол-
зучести, скорости деформации ползучести и напряжения могут быть представ-
лены в виде:

3 1 1 1 2(1 )( )( ) ( )( );
2 3 2

cr
L k k I k e e k

E E ϕ ϕ
υε ε σ γ τ+= − ⊗ − + − ⊗ + ⊗      (20)

3 1 1( ) ( );
2 3 2

cr
L k k I k e e kϕ ϕε ε γ= ⊗ − + ⊗ + ⊗                       (21)

( ),k k e k k eϕ ϕσ σ τ= ⊗ + ⊗ + ⊗                                  (22)
где er, eφ, k – базис в цилиндрических координатах.

Рисунок 1 – Тонкостенная труба при двухосном напряженном состоянии

Эквивалентные скорость деформации ползучести и напряжение по Мизесу:

2 2 2 21 ; 3 .
2M L Mυ υε ε γ σ σ τ= + = +                            (23)

В двумерном пространстве главных напряжений и скоростей деформаций
можно построить вектора с компонентами (σ1, σ2), (ε1, ε2). В случае изотропной
повреждаемости эти вектора должны иметь одинаковое направление. При ани-
зотропии повреждаемости появится несоосность. Введем в рассмотрение так
называемый вектор несоосности. Запишем векторное произведение между сле-
дующими парами векторов: между напряжением и деформацией ползучести
(24), напряжением и скоростью деформации ползучести (25):

( ) 3 1 ;
2 2

cr
Lσ ε τ ε σ γ⋅ = ⋅ − ⋅                                        (24)
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3 1( ) .
2 2

cr
Lσ ε τ ε σ γ⋅ = ⋅ − ⋅                                        (25)

Таким образом, вектор несоосности может быть представлен в виде:

( , )
( ) .

cr

M M

V σ ε
υ υ

σ ε
ε σ

⋅=
⋅

                                           (26)

Вычислив соотношение (26), мы, фактически, получим синус угла между
вектором главных напряжений и вектором скорости деформации ползучести,
и, таким образом, сможем сделать вывод о том наводится ли анизотропия, и
если да, то в каком направлении она проявляется.

Формула (26) была применена для обработки экспериментальных данных,
представленных в работе [4]. Имелись экспериментальные кривые ползучести
медного образца при двухосном напряженном состоянии: σ = 41,4 МПа и
τ = 11,9 МПа. В момент времени t = 480 ч. происходила смена главного на-
правления τ на углы, равные 30°, 60°, 80° С. Полученные экспериментальные
кривые ползучести были обработаны с помощью математического пакета
Mathcad и были построены соответствующие вектора несоосности. На рис. 2
представлен вектор несоосности для случая, когда главное направление τ в мо-
мент времени t = 480 ч. было изменено на 30° С. Из рис. 2 видно, что анизо-
тропия наводится и максимальное значение вектора несоосности составляет
около 0,67. Данное значение не совпадает со значением синуса угла 30° С,
ввиду погрешности, возникающей при обработке экспериментальных кривых.

0 200 400 600 800 1000
1

0.5

0

0.5

V

time h,
Рисунок 2 – Вектор несоосности между напряжением и

скоростью деформации ползучести

Изложенный выше алгоритм требует доработки и проверки на большем
количестве экспериментальных данных, но все же он может служить основой
для создания методики, позволяющей обрабатывать экспериментальные кри-
вые ползучести при многосном напряженном состоянии и предсказывать ха-
рактер развития повреждаемости.
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Выводы. В настоящее время не существует единой универсальной моде-
ли описания анизотропной ползучести с учетом повреждаемости. Основной
проблемой является ограниченное количество экспериментальных данных,
способных подтвердить ту или иную модель, а также метода обработки имею-
щихся экспериментальных данных. Представленная методика может служить
основой при создании алгоритма обработки экспериментальных данных и мо-
жет служить основой для создания модели, позволяющей предсказывать воз-
никновение анизотропии повреждаемости и ее направленности.
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